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VRESUMO
Este trabalho e baseado em uma re interpreta-çao do f<br-I
malismo de Schrödinger, a formulação hidrodinâmica, a partir de 
uma definição de velocidade quântica apresentada recentemente na 
literatura. Considera-se a aplicação deste formalismo a estados 
estacionários de sistemas representados por potenciais molecula­
res. São obtidos alguns níveis de energia para o potencial de 
Barbanis (isotropico e anisotrópico), para um oscilador anarmôni 
co tridimensional, e para o potencial de Henon-Heiles. Os resul­
tados encontrados concordam com os apresentados na literatura e 
obtidos por outros métodos.
vi
ABSTRACT
In the present work, we develop a hydrodinamical forrnu 
lation.of the well-know Schrödinger's Quantum Mechanics, using 
a definition of "Quantum Velocity" as introduced recently in the 
literature. This formalism is then applied to study the statio - 
nary states of molecular systems. Specifically, the energy le­
vels are determined for an anharmonic three dimensional oscila - 
tor modeled by a potential due to Barbanis and for a potential 
of Henon-Heiles. The results obtained agree well with the results 
encountered in literature.
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INTRODUÇÃO
Neste trabalho apresentamos o formalismo hidrodinâmico 
da mecânica quântica com o intuito de aplicá-lo a alguns siste­
mas quânticos a nível molecular.
No primeiro capítulo é desenvolvido o formalismo hidro 
dinâmico, seguindo-se o procedimento adotado em trabalhos recen­
tes apresentados na literatura. A derivação das equações de movi 
mento análogas ao caso clássico e feita a partir da equação jde 
Schrödinger e- dá definição de velocidade quântica dada por Hirs 
chfelder. Estas mesmas equações são obtidas a partir de uma gene 
ralização do princípio de Hamilton com o lagrangeano conveniente 
mente definido. Neste capítulo mostra-se também a validade do 
princípio da superposição para as soluções das equações de movi­
mento .
No segundo capítulo apresenta-se a aplicação do forma­
lismo hidrodinâmico para estados estacionários. Inicialmente, 
consideram-se dois exemplos simples, quais sejam, o de uma partj[ 
cuia livre e o de uma-partícula em um poço quadrado infinito, os 
resultados sendo idênticos aos obtidos através do formalismo 
usual. A seguir são analisados o átomo de hidrogênio e o oscila- 
dor harmônico uni e bidimensional e novamente se constata que 
apesar de o procedimento e a interpretação dada serem diferentes 
dos do formalismo usual, obtém-se os mesmos resultados.
0 terceiro capítulo é dedicado ã solução de sistemas 
quânticos a nível molecular, ou seja, consideram-se hamiltonia- 
nos, recentemente apresentados na literatura, que tentam descre­
ver as interações moleculares. Inicialmente propõem-se soluções 
aproximadas para o potencial de Barbanis, onde se investiga tan­
2to o caso isotrõpico como o anisotrópico. Para o potencial de 
Barbanis isotrõpico e verificada a validade das soluções propos­
tas para diferentes valores do parâmetro de acoplamento e para 
o caso anisotrõpico investiga-se a validade das soluções frente 
a um aumento na anisotropia do sistema. 0 segundo sistema anali­
sado consiste no pscilador anarmônico tridimensional, que pode 
ser encarado'como uma generalização- do potencial de Barbanis pa­
ra três dimensões. 0 terceiro e ultimo sistema analisado ê o da­
do pelo hamiltoniano de Henon-Heiles. Este sistema é caracteriz^ 
do por uma perturbação no potencial, maior do que no caso de Bar 
banis. Isto leva a um calculo mais laborioso para obtenção dos 
níveis de energia; alem disto, a verificação da validade das so­
luções propostas mostra-nos que a mesma se dá dentro de uma fai­
xa menor de valores do parâmetro de acoplamento. Para todos os 
sistemas estudados obtém-se alguns níveis de energia que são com 
parados aos valores obtidos por outros métodos na literatura re­
cente .
No quarto e ultimo capítulo são apresentadas as conclu 
sões relativas a este trabalho e abordados alguns aspectos de 
uma tentativa de generalização relativística do formalismo hidro 
dinâmico.
3CAPÍTULO I
A FORMULAÇÃO HIDRODINÂMICA DA MECÂNICA QUÂNTICA
1 • INTRODUÇÃO
O estabelecimento- da teoria quântica deu-se a partir 
de fracassos experimentais apresentados pela física clássica ao 
final do século XIX e início deste século, tendo ocorrido na dé­
cada de vinte o seu desenvolvimento matemático a partir dos tra­
balhos de Schrödinger^ e Heisenberg^. No entanto, a equação 
de Schrödinger e o formalismo matricial de Heisenberg passam I a 
ter significado físico ã medida que as quantidades matemáticas 
usadas se tor-n-a-m passíveis de uma interpretação que possibilite
o conhecimento de fenômenos físicos. Assim é que os trabalhos de 
Bohr ^  , B o r n ^ ,  De Broglie^ e P a u l i ^  forneceram o que cha­
mamos de interpretação usual da teoria quântica.
Esta interpretação física da teoria quântica está cen­
trada em torno da interpretação probabilística dada por Born pa­
ra o modulo quadrado da função de onda, do princípio da incerte­
za derivado inicialmente por Heisenberg, bem como do princípio 
da complementaridade de Bohr. 0 princípio da incerteza, como se 
sabe, advém do fato de supormos que a função de onda (e sua in­
terpretação probabilística) fornece uma completa especificação 
do estado de um sistema individual. Porém, devemos observar que
o princípio-da incerteza está ligado a medidas de grandezas físi 
cas e, como se sabe, não se desenvolveu até hoje completamente 
uma teoria quântica de medidas, enquanto, por outro lado, usa-se 
intuitivamente o estabelecido por Bohr de que todos os experimen
4i
tos devem ser descritos em termos clássicos. Isto, segundo Von
[71 -'WeizsHcker , implica em aparente paradoxo; pois a física clas-
sica sucedeu (devido ãs suas limitações) a teoria quântica e a
teoria quântica deve ser verificada através de experimentos que,
segundo Bohr, devem ser descritos classicamente!
Convém salientar que o princípio da incerteza pode tam
bém ser obtido como uma limitação inerente e inevitável na pre-
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cisao de qualquer medida, desde que assumamos, como Bohr e ou
tros, que a simples transferência de um quantum do sistema em ob
servação para os aparelhos de medida é inerentemente imprevisí -
vel e incontrolável, e não sujeita a uma análise racional ou a
- [ 3 1uma tentativa de descrição. Bohr resumiu o ponto de vista abor 
dado acima no princípio da complementaridade que estabelece es­
tarmos restringidos a conceitos não definidos precisamente, sen­
do tal imprecisão inerente a estes conceitos, como por exemplo 
momentjun*-e posição ou partícula e onda.
Podemos tentar resumir a interpretação usual da teoria 
quântica a partir de dois postulados mutuamente consistentes, 
quais sejam: a função de onda com sua interpretação probabilíst i; 
ca determina de maneira completa a possível especificação do es­
tado de um sistema individual; o processo de transferencia de um 
quantum do sistema observado para os aparelhos de medida ê ine - 
rentemente imprevisível, incontrolável e não passível de análise.
A teoria quântica trouxe incontestáveis progressos pa­
ra um conhecimento mais acurado dos fenômenos microscópicos; no 
entanto, seria errôneo considerá-la como uma teoria final, capaz
de nos legar todas as informações possíveis, no domínio do muito 
[8 ]pequeno .
Ademais, não devemos nos arraigar ã idéia de uma ünijca
!
5possível interpretação do formalismo matemático de Schrödinger 
e, neste sentido, paralelamente ao desenvolvimento da mecânica 
ondulatória e sua interpretação probabilística, desenvolveu-se 
também uma interpretação alternativa da teoria quântica. Esta in 
terpretação, em contraste com a usual, nos levaria a conceber ca 
da sistema individual como tendo um estado precisamente definido 
e cujas mudanças no tempo seriam determinadas por leis definidas 
de forma análoga (mas não idêntica) às equações clássicas do mo­
vimento. Segundo estas idéias, as probabilidades quanto-mecâni - 
cas seriam consideradas como uma necessidade prática e não como 
uma manifestação de uma falta inerente na completa determinação
~ r 81das propriedades da matéria no domínio quântico .
U 1 1 [9] n n • [5] n [10]Madelung , De Broglie e Rosen J sugeriram ini­
cialmente que, ao escrevermos a função de onda (no espaço de co­
ordenadas) como y = e1^ ^  (onde tanto como S são reais), 
podemos interpretar p como a densidade de probabilidade de parti 
cuias que possuam-velocidade v = VS/m. Mais tarde Bohm [8,11,12] 
desenvolveu de forma lógica e consistente o raciocínio acima,con 
siderando H' como um campo atuante na partícula que satisfaça a 
equação de Schrödinger e que o momentum da partícula esteja res- 
trito a P = VS; era seu ponto de vista, tambem, que nao podemos 
predizer ou controlar a localização precisa de uma partícula, 
mas temos, na prática, um ensemble estatístico com densidade de 
probabilidade p = | y  |2 . Além disso, o uso da estatística não se­
ria inerente à estrutura conceituai, mas uma mera conseqüência 
de nossa ignorância acerca das condições iniciais da partícula.
Paralelamente aos trabalhos de Bohm, houve autores como 'Taka-
. •[13,14] „ ■ . [15] . ,, ,bayasi ’ , Epstem e outros que atacaram o problema de
uma reinterpretação de formalismo de Schrödinger. Nos últimos
6anos com os trabalhos de R o s e n ^ ^ ,  Berkowitz e S k i f f ^ ^ ,  Vi-
[18,19] u. [20] v r .... [21] [22 ,23]gier,L ’ , Wong , Kan e Griffm , Bialynicki-Birula ’ ,
r 2 4 2 51de la Pena-Auerbach e colaboradores ’ J e Hirschfelder e cola 
[ 2 6 2 7 2 8 2 9 1boradores ’ ’ ’ , delineou-se de forma mais nítida a poss_i 
bilidade de outras interpretações do formalismo da teoria quânt^ 
ca, possibilitando o ataque a problemas quânticos sob outro pon­
to de vista, que se expressa através do formalismo hidrodinâmico 
da mecânica quântica.
2. EQUAÇÕES DA FORMULAÇÃO HIDRODINÂMICA
A derivação das equações nas quais se baseia o forma - 
lismo hidrodinâmico da mecânica quântica, serã feita seguindo-se
os trabalhos de Madelung^ e B o h m ^  e as idéias recentes apre-
. j  l i - u r i j  [ 2 6 , 2 7 , 2 8 , 2 9 ]  x,' . ~ ,sentadas por Hirschfelder ’ ’ ’ .Na representação de coor
denadas da mecânica quântica o operador momentum de uma partícu-
la e definido por P = -itlV; o formalismo hidrodinâmico sugere
a introdução de uma velocidade quântica relacionada ao momentum
de uma partícula de massa "m", através da equação:
Popf = mVt = m(v + i , (1 .1)
v e vA sendò funções reais que representam respectivamente as
^ —Y
componejites real e imaginaria da velocidade quântica V e ¥, a 
função de onda que descreve à partícula. (Observe-se que no caso 
clássico, v^ = 0 e P = mv).
Podemos expressar v e v^ em termos da funçao de onda 
tomando a complexa conjugada da equação (1.1)
7(Pqp'I')* = m(v - ivxm  (1 .2)
e reescrevendo as equações (1.1) e (1.2) como
lhv + iv • = . - —  V £n V x m
->■ • -*■ ifiv - IV • = — - V £n 4'l m
Obtemos, então, as equações para v e
(I .3)
v = ^ ? | n  (f/l) (1.4)
2m
v. = - V £n ('{'*4') • (1.5)i 2m
As equações (1.4) e (1.5) são básicas, no formalismo hi_ 
drodinâmico pois, a partir delas e da equação de Schrödinger, òb 
têm-se as equações da conservação da energia e da continuidade. 
Começamos por escrever, sem perda de generalidade, a função de 
onda como:
4» = p1/2 elS/tl (1.6)
onde tanto "p" como "S" são reais. Note-se que a função de onda 
assim definida nos permite separar a equação de Schrödinger em 
uma parte real e outra imaginária; com esse intuito substitui-se 
a função de onda definida em (1.6) na equação de Schrödinger:
ili V + V4J (1.7)
3t 2m
obtendo para potenciais independentes da velocidade:
—  —  £np - —  _ V = 4'_ 1 —  4; (1.8)
2 31 31 2m
8Utilizando agora a equação (1.1), expandimos o segundo 
membro da equação (1 .8 ):
.. — 1 P.P. f >. — l ,-*■ • 1 2¥; ,---¥ = (2V) P . (v + iv . ) = — mv +
2m . 1 2
+ i(mv.v^ - y  V.v) + j V.v^ - j inv2 (1.9)
- 1 P2Substituindo a expressão para f 2^ ^  dada na equa­
ção (1.9), na equação (1.8), e igualando as partes reais e imagjL 
nãrias de ambos os membros obtemos:
3S 1 2 1 2 fl 3  -»■ ,T
ãt = 2 ~ 2 mvi + 2 i + ci.10)
fl 3 , T , , ^
-  -  p = « V . V i  -  2  V . v  • ( I . } 1 )
Podemos agora reescrever as equações Cl. 10) e (I .11)
observando que, a partir da função de onda y = p1 ^  e'*'0^ ,  obte­
mos para v e v^ respectivamente:
v = VS/m . (I.12)
-* fi 1 ^
V i = - 2i  P VP (I-13)
Inserindo-se a expressão para na equação Cl .11) resulta:
+ V.(pv) = 0 (1.14)
O t
que é a equação de continuidade para um fluido com densidade ”p" 
e velocidade v. Por esta razão, este formalismo recebe a denomi­
nação de formulação hidrodinâmica. Deve-se notar, no entanto,
9r 3 0 33 1que a equaçaò (1.14) e apresentada usualmente como uma
equação de continuidade para a densidade de probabilidade, ou se 
ja: ■
^  + V . J = 0 (1.15)
O t
.onde p = | y j 2 é a densidade de probabilidade e J = (ifi/2m) .
. (fVf* - H/*VH/) e o fluxo de densidade de probabilidade. Note- 
se que a relaçao entre v e J e:
v = J/p. (I.16)
rgi r 32 1
relaçao usada inicialmente por Madelung , Landau e Lon-
[331 hk _ ■ _
don para definição de v na formulaçao hidrodinamica.
Examinemos agora a equação Cl .10). Para estados esta­
cionários E = - 9S/9t e portanto obtemosp
1 . 2 . 1 2 ft £ -► ír E = j  mv - - mv^ + - V.v^ + V . . (1.17)
Utilizando as definições para v e dadas nas equações (1.12) e 
(1.13), podemos reescrever a equação (I.17) como:
■ * . m !  * v - s i - i - v V /2 a.is)2m 2m pl/2
equação que podemos interpretar mais claramente, tomando inicia]/ 
mente o limite clássico, ou seja, quando ft -*• 0 S é  solução da 
equação de HamiIton-Jacobi da mecânica clássica
| | . 4 | 2! + v . o  .
Assim, adequação (1.18) pode ser interpretada,como uma 
generalização da equação de Hamilton-Jacobi, o que significa di^ - 
zer que a partícula descreve uma trajetória clássica, não estan­
10
do, porem, somente sob a ação de um potencial externo, mas tam­
bém sob a influência de um potencial quântico dado por
devido â interação da partícula com seu próprio campo f. Esta in 
terpretação, sugerida inicialmente por B o h m ^ ’^^, explicaria 
porque uma partícula não pode alcançar pontos onde a função de 
onda é nula, pois para estes pontos o potencial quântico torna- 
se infinito. Além disto salientaria o efeito de uma medida sobre
o estado quântico de um sistema, pois ao se efetuar a medida de 
um observável, altera-se o campo p levando a uma conseqüente al­
teração em VA - ,. e portanto no movimento do sistema. De Quântico 1
r 7 5 1
La Pena-Auerbach , ao derivar a equaçao de Schrödinger, tra -
tando o problema de uma partícula sob o ponto de vista estocásti^
co, interpreta o potencial quântico não a partir da ' equação
(1.20), mas a partir da forma desmembrada contida na equação
(1.17) (os dois termos que contem naquela equação), onde e
considerada como a componente estocástica da velocidade, e as in
determinações na trajetória de uma partícula dar-se-iam face ao
caráter aleatório do movimento. Este ponto de vista apresentado
por De La Pena-Auerbach tem sido sustentado por diversos autores
ao analisarem a conexão entre a mecânica quântica e a teoria de
í 3 4 35 36 371processos markovianos ’ ’ ’ . Outro aspecto importante evi 
denciado na equação (1.18) é que podemos inferir dela as circuns_ 
tâncias em que não há diferença entre o movimento clássico e o 
quântico, o que corresponde a VqUgntiC0 = constante, o que !já 
foi assinalado por R o s e n ^ ^ ,  Berkowjtz^^ e Lembra
Um limite da^equação (1.18), que nos interessará parti 
cularmente, corresponde ao caso das funções de onda com parte es
11
pacial real. Neste caso,-a velocidade quântica possui apenas a 
componente imaginaria, e a equação (1.17) pode ser escrita como
E - V = I V . vi - j  mvf , (1.21)
que ê uma equação multidimensional de Riccati. Note-se que a
equação (1.21) deveria ser escrita formalmente corno:
En : V - I ’- ^iCn) - l ^ i C n )  t1'22)
onde E„ é a energia do n-ésimo auto estado de H, e v., . é a com n b ■ ’ i(n) —
ponente imaginária da velocidade quântica, definida por (equação 
(I•5)> :
v . V£n |y I (1.23)i(n) m 1 n
sendo a autofunção correspondente ao n-ésimo estado. A eqüa -
ção (1.22), por se tratar de uma equação diferencial de primeira
ordem, embora não linear, pode ser integrada numericamente de
forma mais rápida, em alguns casos, que a equação de Schrödinger 
, * [39,40]correspondente J , fornecendo, como era de se esperar, os
r 411
mesmos resultados .
3. AS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO E Q PRINCÍPIO DA SUPERFOSI 
ÇÃO.
Neste parágrafo' considerar-se-ão apenas estados esta- - 
cionários, ou sejá, nos ateremos a equação (1.10) sob a forma
(1.17): '
12
tj 1 2 1Í 'í -*■ 1 2  r t o /i- E - V = ~- mv + - V. V .  - - mv. (1.24)
2 2 i 2 i
que, com a equação (1.14), constituem a .base do formalismo hidro' 
dinâmico. Intencionalmente, existe uma grande semelhança entre 
as equações do formalismo hidrodinâmico e as da mecânica clássi­
ca; consoante com esta filosofia introduzimos de forma análoga a 
definição clássica de velocidade, um parâmetro " t ^ " ^ ^ ,  tal que
e um parâmetro "t" a partir de
3 r ->■ , _  ,,-  = v Cl.26)
onde r é o vetor posição. Através destas definições pode-se bus­
car soluções
r = r (ti , t)
: . v = v (r) (1.27)
-»■ ->• 
v. = v-(r) i i '
que nos trazem informação equivalente à da solução da equação de
Schrödinger; para isto devem ser encontradas as equações de movi
mento que darão como soluções r = r(t^, t) . A estas soluções de-
r 2 41
nominamos linhas- de fluxo1 .
As linhas de fluxo reais, que são análogas ãs trajetó­
rias clássicas, são soluções particulares do conjunto de equa - 
ções:
âí = âz = dz CI28)
Vx Vy Vz
13
onde v , v^ r e são as componentes cartesianas retangulares de
v e onde subentende-se que t^ deve ser constante. Da mesma for­
ma, em adição às linhas de fluxo reais, podemos construir um con 
junto de linhas de fluxo imaginárias (para t constante) a partir 
do conjunto de equações:
dx _ dy _ dz
V-j V-i ~ V-jxx 1 y 1z
(1.29)
onde viy> viz s^o as componentes retangulares de v^.
Neste ponto, convém salientar que os parâmetros "t" e
I
"t^" (que podemos chamar de "tempo real" e "tempo imaginário") 
têm como finalidade parametrizar as linhas de fluxo reais e ima­
ginárias, não lhes sendo atribuida, nesta instância, interpreta­
ção física. No entanto, das equações (1.25) e (1.26) vê-se que 
estamos introduzindo um "tempo bidimensional" (t, t^) que, na 
transição a mecânica clássica, se torna o tempo no sentido usual. 
Esta não ê a primeira vez em que se defende o uso do espaço real 
ie de trajetórias complexas. Veja-se, por exemplo, M c L a u g h l i n  ^
que analisou a penetração de barreiras de potencial, com o uso 
de integrais de caminho de Feynman^^, introduzindo um tempo 
complexo.
A obtenção das equações de movimento ê feita a partir 
da aplicação do operador V à equação .(1.24) , o que resulta em
dv dvi t. nr íi t -> i í-T Tnm -T-. - m --- = - v (V + —■ V . v . ) , (1.30)
dt d t i 2 i ’
onde !ê a derivada hidrodinâmica, ou seja: 
dt
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Como podemos ver, a equação (1.30) é uma generalização 
da segunda lei de Newton, tendo-se agora uma componente imagina­
ria da velocidade e a adição de um termo ao potencial; ademais, 
ela contém explicitamente o limite clássico, pois neste caso
v^ + 0 , obtendo-se
d vm = _ v V  ( 1 . 3 2 )
dt
. No caso de funções de onda com parte espacial real,
v = 0 e a equação (1.30) fornece:
d^i - fi + ■*
.m -r-i = - V(- V - y V . v.) (1.33)
dt^ Z i
equação que também mantém a forma da segunda lei de Newton, F = 
= ma; no entanto, a "força" F difere da força clássica. Isto im­
plica que os sistemas quânticos obedecem a uma equação de movi -
- _ [ 4 4 4 5 1
mento analoga a do caso clássico 5 J, mas a expressão corres­
pondente à "força" contém um termo correspondente â contribuição 
do campo definido pela densidade (campo p) ao potencial. Podemos 
ver isto mais facilmente reescrevendo a equação (1.33) como:
m g i  , - v [ ^  PI 2] M
dtj, 4m p2
onde a "força" se torna infinita em pontos que correspondem aos
nos da função ,de onda, o que nos impele a concluir que a partícu
la não' poderia localizar-se em tais pontos, em concordância com
[81o sugerido inicialmente por Bohm .
As soluções das equações de movimento do formalismo hi
drodinâmico apresentadas satisfazem o princípio da superposição,
• i
apesar de esta propriedade não ser tão evidente, como já foi as-
r 2 2 1
nálado por Bialynicki-Birula
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Consideramos as formas gerais das expressões para v . e
vi de um estado caracterizado pela função de onda ¥, onde:
¥ = E a.y. (1.35)
j=l J J
sendo as auto-funções
1 / 2V ■ = p V  e J (I.36)
3 J
Desta forma podemos escrever o fluxo de densidade de probabilida 
de para o n-ésimo estado como:
-*■ ifi 1/2 1<*)i *""1^'i-*'l/2 
-pv = ^  {( E a . p. e ) ( E a e 3 Vp^/Z) -
2m j=l 3 3 j=l 3 3
i 1/2 * 1 /2
- ( i  E a p/  e ) ( E a p^7 e ] V<|>, ) -
j=l 3 3 j=l 3 3 J 
* 1/2 “1 ^ -i 1(N  1 /2
- ( E a p V  e 3) ( E a e 3 Vp^7 ) -
j = 1 3 3 j = 1 J J
*  1/2 1/2- (i E .a. e 3)( Z a V /Z e 3 Vcj)-)} (1.37)
j=l J J j=1 ■ J J J ‘
Utilizando as definições para v e de cada j-esimo estado, que 
,sã-o respectivamente:
V i ' * i  ( I - 3 8 )
v. . = - - . — V p1/2 (I .39)
X>J m D1/2 
Pj
obtemos o seguinte resultado para v:
equaçao que pode ser reescrita como:
v = Re { ) Cl.41)
j=l 3 3
Como exemplo podemos considerar dois estados (p^, v^) 
e Cp 2 > ^2  ^> ^ue s^° soluções das equações do movimento; podemos 
construir uma famílià de estados caracterizados por . três parâme­
tros e descritos por Cp, v), onde p ê definido por:
"1 / O
p = j a112 p ^ + ! a 2 12 P 2 + 2 Re í (p iP 2 exp(i3>) }
(1.42)
e v (dada pela equação (I . 41)) ê igual a:
2 o Tr , l o  I 2 „ t  .. 9 /  0 * 0  ' » 1 / 2 , - *  . Tv = I a
Im { a1a* (p1p2)1//2 (vi2 - vil)e1<í)}] ( | a1 | ‘ p 1 + | a2 | ‘ p2 +
onde
e a diferença de fase entre e Estes resultados particula-
• res são idênticos aos obtidos inicialmente por Bialynicki-Biru
r 2 2 1la1 .Note-se que a integral de linha na equaçao (1.44) deve 
ser avaliada ao longo de uma curva qualquer que não passe pelos 
vórtices da função de onda e que, além disso, o resultado da in­
tegração não depende do caminho percorrido. (Podemos chegar a es_ 
ta conclusão notando que v ê irrotacional.)
Comparando os resultados expressos em (1.42) e (1.43), 
com a forma usual da superposição de duas funções de onda V^ e 
^ 2 ou seja:
Y = C1'f1 + (1.45)
vemos que os resultados são idênticos, desde que:
ai = Ci e a 2 = C2 (1.46)
mostrando-nos que, como na formulação usual, no formalismo hidro 
dinâmico a superposição de duas soluções das equações de movimen 
to também é solução destas equações.
Resta-nos mostrar, agora, a expressão para a componen­
te imaginaria da velocidade quântica do referido estado; para is_ 
so partimos de:
V- = - V£n (1.47)
1  2m
onde a função de onda é dada pelas equações (1.35) e (1.36). 
Desenvolvendo a equação (1.47), achamos:
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que pode ser escrita compactamente como:
= ' v A c n  " '"ei)3
. = Re { Izi---- :----------------- } t (1.49)
1 E a . T -
3=1 J J
Novamente, no caso de termos dois estados, agora carac 
terizados por (v^, v ^ )  e (v2 , v.j_2)> P0(^ em0S construir um esta­
do que seja a superposição destes dois, dado por (v, v^), onde
v ê dado através da equação (1.43) e v^, dado a partir da e q u a ­
ção (1.49), por:
r | I 2 -> | I 2 -*■ n r *  f -»1 / 2  f* tVi = [ l a j  p 1v il + |a2 | p2v i 2  t Re { aia2 (pip2 ) í Cvn + vi2)e }*
t r * r -»1/2 i 0 f I i2
+ Im { 2 lp2 2 " vi U ail Pi +
+ |a2 |2 p2 + 2 Re { a*a2 (p1p2)1/2 e1$})_1 (1.50)
onde $ é definido como na equação (1.44).
No caso particular de funções de onda com parte espa­
cial real, $ = 0 e obtemos:
^ lal|2pl^il + I a2 I ^ p2^i2 + Re { ala2 ('plp2')li/2 ^ il + ^i2')}
V .  = ---------- :------------------- s-------------- ,----------------------- ---------------------
2 , , 2
(1.51)
1/2 1/2 -onde, tanto aqui como na equaçao (1.50), e p2 sao expres­
sos como:
1/2 r m ,r -*■ -, 
P1(r) “ exp { - h í Vil ' dS 1
ro
p 2 C r )  = e X p  1 -  S  /  7 i 2  • d 1  1
(1.52)
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o que nos mostra, novamente, a concordância com o princípio da 
superposição na formulação usual da teoria quântica.
Podemos mostrar ainda a equivalência entre o formalis­
mo hidrodinâmico e o usual, notando que é possível expressar o 
valor esperado de qualquer quantidade física em termos de p e 
^ [22] (ou em termos de v e v^) ; para tanto consideremos como
exemplo a integral de superposição de dois estados (P-^) em ter­
mos de p e v, que na formulação usual ê expressa como:
P12 = I ^ 1  I V  I2 (1.53)
Na formulação hidrodinâmica, P^2 toma a forma:
P1 2 = | / d r ( p 1p2)1/,2exp[i| / (v2 - v1) . ds;] | (1.54)
ro
->
expressão que podemos escrever em termos de v e v^ como:
r




Observe-se que a integral de linha não depende da trajetória per 
corrida, pois os campos vetoríais definidos por v e v^ são irro- 
tacionais; note-se também que a troca do ponto iniciâl rQ afeta 
unicamente a fase na integral da equação (1.54) (ou de (1.55)).
4. DERIVAÇÃO DAS EQUAÇÕES DE MOVIMENTO A PARTIR DO 
PRINCÍPIO DE HAMILTON.
Como salientamos anteriormente, existe uma grande ana-
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logia entre o formalismos hidrodinâmico e as equações classicas 
do movimento. A idéia de que, em princípio, podemos construir um 
método numérico para resolver a equação de Schrödinger a partir 
da construção de segmentos de linhas de fluxo reais e imagina- 
rias e determinando-se a variaçao de v e v^ ao longo destas li­
nhas, foi sugerida inicialmente por Hirschfelder . Mostrare - 
mos aqui que a descrição de sistemas quânticos através de equa 
ções de movimento análogas ãs equações clássicas, mas com a in­
trodução do conceito de tempo como uma grandeza bidimensional 
(complexa) e caracterizada por t e t^  , traz consigo uma generali­
zação do princípio de Hamilton com a qual podemos derivar as 
equações de movimento (e portanto a equação de Schrödinger). Pa­
ra tanto, começamos por escrever o princípio de mínima ação como:
2 i2
61 = <5 /  /
t -i t . .
L d t d t ^  = 0 (1.56)
onde o lagrangeano L é da forma:




Agora, consideremos a projeção das trajetórias de cada 
partícula no plano determinado por (t, t^), cujos pontos extre-
mos sejam (t^, t ^) e ti2'*‘ ^ara °bter a trajetória que
minimize a ação I, usamos o procedimento usual apresentado na l,_i 
teratura  ^^ ^ . Começamos por associar um parâmetro com todos 
os caminhos vizinhos possíveis de forma que para a = 0, e ^j = 
= q-r t t V a trajetória seja a que minimize a integral, ou] W) t^j .
seja, a condição de mínimo é:
—  ) n = 0 . (1.59)
3 a a = 0
As trajetórias vizinhas possíveis, (que são funções das variá­
veis independentes a, t e t^) podem ser expressas como:
q. = q . (0 , t, t.) +an-(t, t.) (1.60)
J j 1 J X
onde ri • são funções de t e  t- que tenham derivadas primeiras con 
D í i —
tínuas e tais que
nj Ctjtil} = nj (t>ti23 = 0
V W  -  V W ' . 0
(1.61)
Assim minimizamos I, partindo d.a equação (1.59):
II Z 2 rt±2 y ( 9L 3_3: i + JLL 92q i
3ct 3 q - 9 t 3 a J +
r l il -1 3
2
+ j ) d t d t! (1.62)
3q.. at^a
Integrando os dois últimos termos por partes obtém-se:
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N  ^  T  3  n  2  N  a i  s a  ,  i 2
+ / 12 z í ~ ~  P j )  Ldti + / z (-^- §§j) I dt 
t.: j=l dclj 8a ll tx j = l 3qij 9 til
/ 2 / 12 j [ A  (JLL) âSj + _A_ ü j ]  d t d t .í { Ldt S n  . 9aJ dt, Srt, • 3aJ J x
tl til j=1 dt ^  dti 3Aij 3a'
(1.63)
e utilizando as equações (1.60) e (1.61) obtemos finalmente:
81 - / 2 / i2 j riLL . A  C_3L_) . _â_ (_Lt_)i iüidtdt. .
3“ ' fh  ln  j l l ^ j  dt W  dti 3<Hj 3a 1
(1.64)
Para a = 0 o integrando se anula, pois rij(t,t^) são funções que 
satisfazem as equações (1.61).
Obtém-se:então:
3L d (_3L_)---d_ ( 3L_) = 0 . j = 1,2,...N (1.65)
3qj dt 3qj dt± 3Aij
que, como se pode ver, consistem numa generalização das equações
de Euler-Lagrange--^^ . As equações de movimento, que podemos ob- 
j ter também a partir da equação de Schrödinger, podem ser deriva- 
; das do lagrangeano:
L = Z à  m A 2. -i m q2 ) - £ (f q .. + E V R) (1.66)
j=l 2 3 J 2 3 iJ j=1 2 dq. ij k>j jk
onde representa a interação entre as partículas, que consid£
ramos como dependendo apenas da separação entre elas, eonde se
3 -supõe que o termo ¥i/2 -r—  q. . (que representa um potencial quandqj .13 k
tico atuante em cada partícula e que esta relacionado com a fun­
ção de onda que descreve o sistema) dependa so de q^. Utilizando
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a equação (1.65) obtém-se as equações de movimento
j ^  -  - 4 j  ckSjvjk
+ %  q. .) ; j = 1,2 , . . . N (1.67)
. 2 3qj J ’ ’
No caso de uma partícula única, em três dimensões a equação 
(1.67) fornece:
m _ m - p - i  = - V í  V. v. + V) (1.68)
dt dt ^ 2 i
que ê exatamente a equação (1.30), obtida a partir da equação de 
Schrüdinger. Como se pode notar, a generalização do princípio de 
Hamilton dada pela equação (1.56), traz consigo uma demonstração 
do princípio da correspondência, pois um mesmo lagrangeano nos 
leva a equações que descrevem fenômenos quânticos bem como fenô­
menos puramente clássicos, sem que seja necessário tomar o limi^  
te 'R 0 diretamente  ^. O resultado v^ = 0 , para o caso clãssjL 
co, advém da definição de velocidade quântica (equação (1.1)).
CAPÍTULO II
' APLICAÇÕES DA FORMULAÇÃO HIDRODINÂMICA A ESTA­
DOS ESTACIONÁRIOS
1. INTRODUÇÃO
Neste capítulo apresentam-se alguns resultados de pro­
blemas quânticos simples, utilizando-se o formalismo hidrodinâm_i 
co desenvolvido no capítulo anterior. Como veremos, a utilização 
deste formalismo fornece os mesmos resultados que o procedimento 
usual, estando, no entanto, baseada em uma diferente descrição 
da mecânica quântica. É interessante notar que alguns problemas
quânticos podem ser resolvidos de forma rápida e simples através
f 2 (5 2 71do formalismo hidrodinâmico ' , ao passo que outros são mais 
convenientemente solucionados com o formalismo usual. Antes de 
apresentarmos resultados . para o átomo de hidrogênio e para • o 
oscilador harmônico, veremos os resultados que o formalismo hi­
drodinâmico produz quando aplicado a problemas quânticos mais 
simples como o da partícula livre e o de uma partícula em um po­
ço infinito.
2. PROBLEMAS QUÂNTICOS SIMPLES
A) Partícula Livre
Comecemos por utilizar o formalismo hidrodinâmico j no 
caso ideal dos estados estacionários de uma partícula quântica 
livre. Neste caso, a probabilidade de encontrar a partícula em
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qualquer ponto do espaço é a mesma, isto é, P = constante, o 
que fornece> pela (1.13), = 0. Podemos yer também que a equa-
[411 _
çao de continuidade fornece uma identidade1- , 0 = 0, pois con­
sideramos estados estacionários. Como vimos, para estados esta -
cionários E = - 3S/9t e a equação (1.17) torna-se (com = 0):
E = j mv2 - (II.1)
Podemos, então, tomar:
2E . 2E + 2e
U i - 2 »
onde E ' = E“ + E + E' .x y z
A equação (1.26) fornece r (t): j
r(t) = rQ + vt (II.3)
onde rQ e o vetor posição inicial. D.svemos observar que estes 
são os resultados clássicos para o problema de uma partícula li­
vre. A equação (II.1) permite qualquer valor de energia positiva 
para a partícula (espectro contínuo) e, a partir da equação
(II.2) e da definição de v, podemos obter a função de onda que 
descreve o comportamento ondulatório da partícula:
y*/¥ = exp { - 2i - /v . dS } (II.4)
fi
Utilizando (II.2) e Integrando (em coordenadas cartesianas) obte 
mos:
2mE 2mE 2mE




Y = A e±Xk ' r (II. 6)
—  i
onde A pode ser obtida a partir da normalização de f, e|k| =
/ 2mE
= 7 i r  •
B) Poço Quadrado Infinito Unidimensional
0 problema agora consiste em obter o espectro de ener­
gia e as auto-funções para uma partícula confinada em um poço 
quadrado infinito, ou seja, em uma dimensão o potencial é:
V (x) = 0 0 < x < a
(II.7)
V(x) = o° x = 0 , x = a
Neste caso, para estados estacionários, a equação de
\
continuidade fornece uma identidade com os dois membros nulos, 
e como v = 0 (parte espacial das funções de onda, reais) a equa­
ção (1.17) fornece:
■w dv. -i «— *Xi 1 X / T T O \E = - — --- -- mv . (II. 8)
2 dx 2 i
* que após integrada fornece:
vi = / ^  . tg (k x + 4>) (II . 9)
onde k = (■?— -) e <f> é uma constante a determinar a partir das
fi2
condições de contorno. Para tanto, partimos do fato de que quan­
do x + O e x + a ,  ->■ + 00 'e -*• — 00 respectivamente. Escolhen 
do a primeira das possibilidades temos:
(x = 0) = tg <}) a -<® , (11.10)
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logo (II.11)
Para x = a, v. = +°° ; portanto
ka - (2'n + — ) tt = -  ( n  + ■-,) tt (II .12)
ka = nn n = 1,2,3, (II.13)
Observe-se que, se tivéssemos escolhido a segunda possibilidade 
(v^(x = 0) = +oo é v^(x = a) = -oo ), teríamos obtido ka = -mr., o 
que não altera os auto-valores da energia (como também a densida 
de de probabilidade, pois corresponde a uma mudança de 180° na 
fase da função de onda). Utilizando a definição de k obtemos:
n
2 2„2 
n  tt ti
2ma^
(11.14)
e as auto-funções (obtidas a partir da integração da 
(II. 8) são:
equaçao
ui / \ n ttV (x) = A sen —  x n a (11.15)
onde A = / 2/a é obtida da normalização de ¥ *
Como podemos ver, o formalismo hidrodinâmico fornece
os mesmos resultados que o procedimento usual, fato já salienta-
, - . . [8,22,26,41]do por vanos autores ' ' ' < .
3. ÂTOMO DE HIDROGÊNIO
Apresentamos agora alguns resultados do formalismo hi­
drodinâmico quando aplicado ao átomo de hidrogênio. Para maior
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simplicidade, abstraímos o movimento do centro de massa e consi­
deramos o problema de uma partícula de massa reduzida "y" sujei­
ta a um potencial do tipo:
2
V = —  (11.16)r
Desta forma, a equação (1.17) toma a forma:
„ e2 íi „ . + 1 2 1 2 .E + —  = — V. v. - — yv. - — yv (11.17
r 2 i 2 i 2
->■ ^
Expressando o operador V em coordenadas esféricas, o resultado 
■+
para v^ e:
L 2  ü
5 * ,*_+2 nt£(2r/nao) , í
i - p r - na - r L2 U l (2r/nã ) r
n + £ ' o
fi d m£ -»■_ —  ___ £n p (cois 0) yn (11.18)
yr d0' 1 0
onde n, £ e m^ são os números quânticos principal, orbital e macf
21 ~nético respectivamente; Ln+^(2r/naQ ) sao os polinómios associa -
m£
dos de Laguerre e (cos ) são os polinómios associados de Le- 
gendre. A expressão acima para v^ é válida para n 2; para o es 
tado fundamental o resultado é (n = 1, £ = 0, m^ = 0):
vi = íS; = “c (11.19)
jf 2 2ii — eonde a_ = —- e o raio de Bohr, e a = -—  e a constante de estru
° e2 fic -
tura fina. A componente real da velocidade quântica pode ser ob­
tida a partir da equação (1.4): !
í
v * p r senQ ^  W 1 '20»
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Note-se que para estados com = 0 temos v = 0. (Parte espacial 
das funções de onda, real).
Os níveis de energia. podem ser encontrados com ,a subs­
tituição das equações (11.18) e (11.20) na equação (11.17):
2 .2 ■ 2 ' rL2£„(2r/na )
E = - —  + { — ----—  [ (£ + 1) r - — ---(£-n)— n --------—  ]
En ( ^ £ >  r _ 2yr2 nao Lf+;1 (2r/nao )
15 8 (sen0 ln p 1 } [-£ + 1 12pr2sene 30 30 * (cose) 2v r na
&-n t2r/na0 > 2 -ft2 . J_ m i ,2
r L2í;1 (2r/na ) 2pr2 30 1 (cos0)n+£ o H
1 m£^ 2- ^ y t— -— rô (1 1 .2 1)2 yrsenOJ
Efetuando-se as derivadas, desenvolvendo os quadrados e utilizan 
do as fórmulas de recorrência para os polinómios associados de 
Laguerre e Legendre obtém-se a expressão usual para os níveis de 
energia:
1E -----—— — , n = 1,2,3,... (11.22)n o 2 2 i i i2ya n^o
onde começamos com n = 1, fazendo uso do resultado dado na equa­
ção (11.19).
Do resultado obtido pa-ra v^, expresso nas equações
(11.18) e (11.19), podemos obter as linhas de fluxo r(t^). Para
o estado fundamental o resultado é:
r = t. + c . (11.23)
yao 1
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onde c é uma. constante arbitrária que não altera a.s propriedades 
do sistema, note-se também que a inclinação da reta está relacio 
nada cora a energia da partícula, de forma similar ao caso clássi­
co,
Para o primeiro estado excitado com 1 - 0  (n= 2) obtemos:
r/2a wt.
(4a - r) e ° = A e 1 0 < r < 4ao o
r/2a u>t.
(r - 4a ) e ° = B e 1 r > 4ao o
(11.24)
e no caso de momentuxn angular diferente de zero (£=1; - 0),. ob
tem-se;
r/2a cot.
(2a - r) e ° = C e 1 0 < r < 2aO o
r/2a cot.
(r - 2a ) e ° = D e r > 2ao o
(II.25)
• -Vx ~ onde u> = ---- e -A, B , C e D sao constantes arbitrarias. Estas li-
4yaó
nhas de fluxo são apresentadas nos gráficos II. 1, II.2 e II.3.
Observe-se que só apresentamos as equações 0(t^) para os estados
"S" i  = 0, onde 0 = constante; para os demais estados, r não se
expressa mediante funções elementares de t.., fato que torna difí
cil obter 0 (t..) . Ao invés disto, procuramos as ecruacões das tra- i ■i
jetõrias análogas ãs soluções r = r(0) para o problema de Kepler, 
a partir da equação:
rd© ;
(J. 1 . 2 6)
vir vi0
onde e vjQ s^° as componentes radial e angular respectivarnen
te de (r-,0) .
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Utilizando a equação (11.18), obtemos:
m£
dr - _ , P£ (cos9)d9 , ~ 7.
“ J , TTIn \ L X  • £. f )
2 (£-n)r.L2^n (2r/na ) P.  ^ n .r i1)r I n+£ ° dQ 1 (cos0)na T2£+l,-> / »
° n + £ (2r/na0 )
equação, que integrada fornece, para cada valor de n,£ e a
equação da trajetória r(0). Note-se que para m^ = £ = 0 não pode 
mos usar a equação acima pois ©(t^) = constante, ou seja, para 
todos os estados "S" as equações das trajetórias são circunferên
]
cias. As trajetórias para n = 1, £ = 0 ,  m ^ = 0 , n = 2 ,  £ = 1  e 
m^ = 0, n. = 2, £ = l e m ^  = jfl são ilustradas nos gráficos
II.4A, II.4B e II.4C.
4. OSCILADOR HARMÔNICO EM UMA DIMENSÃO
Apresentaremos agora os resultados do formalismo hidro
dinâmico para uma partícula de massa "m" sujeita ao potencial
1 2— k x . Neste caso, a equaçao de Ricatti (1.21) fornece:
1 2 2 -n dvi 1 2 ,TT , '
E - 2 X = 2 -dF - 2 mvi <II-2a-1
e a equação de movimento é:
d2x d r1 2 2 *  dvi , m — ^ _ m(jJ x + —  ] (11.29
dt2 dx 2 2 dx
i
A solução da equação (11.36) para o n-ésimo estado é:
32
■ nfP H x) J  nüj n-1____ fi
Tno?
v . / > = üjx - 2n / —  -ü-=-----“---  (11.30)i (n) m ,---->.. , / mor .H_ ( / ■ -2- x)
onde n 1 e H (/ ~  x) são os polinómios de Hermite. Para o es ' n , ri —
tado fundamental
= wx (11.31)
nos gráficos II.5A, II.5B e II.6 mostra-se como função da po­
sição para os três primeiros estados.
A obtenção dos níveis de energia pode ser feita a par­
tir da substituição de v\ ^  na equação (11.28), o que resulta
em:
_ 1 2 2 Ü  r 2nw r TT TT ,En - 2 ma) x - 2 {a) - [2 Ç Hn_1(ç) - En {0  ] +
2
„ 2 Hn-1 (Ç) 1 2  2 n rJH Hn-1 (Ç)+ 4 n ui — -— 1—  - — mu x + 2 nwÇfi
H2 2 (£)n(FJ
H2
- 2 n2ftu) H“1— (11.32)
H , r > n (Ç)
onde £ = J- —^  x , é fez-se uso das fórmulas de recorrência para 
os polinómios de Hermite. Rearranjando os termos e cancelando os 
termos comuns, obtemos:
En = * 0) (n + -|) (II. 33)
resultado este que mostra novamente que os resultados do forma­
lismo hidrodinâmico não diferem dos do formalismo usual.
A partir do conhecimento de v^ ^ , podemos obter as 
linhas de fluxo para qualquer estado, integrando a equação
33
= dx/dt^; para o estado fundamental as linhas de fluxo são:
U)t ,
x. = A e (11.34)
J onde A é uma constante que não altera as propriedades físicas do 
sistema. Observe-se que obtemos os valores positivos de x(x > 0) 
com valores positivos de A, e valores negativos de x(x < 0) obte 
mos com valores negativos de A. Para outros estados as soluções
que fornecem as linhas de fluxo não são triviais. Os gráficos
r. 3 é.
11.1:, II. 8 è II. 9 mostram a componente imaginária da velocidade 
como função da posição para os três primeiros estados do oscila- 
dor harmônico. Note-se que para os estados excitados, v^ apre - 
senta pontos de descontinuidade, vórtices, correspondentes aos 
nós da função de onda. Esta descontinuidade de v^ representa a 
maior dificuldade computacional para o formalismo hidrodinâmicop 
por outro lado, o número de divergências caracteriza o número 
quântico do estado.
+  ? 9
Os gráficos 10, 11 e 12 mostram as linhas de fluxo pa­
ra os três primeiros estados do oscilador. Para cada caso as li­
nhas de fluxo convergem para alguns pontos característicos e o 
número destes pontos serve para a classificação do estado. As­
sim, para o primeiro estado temos somente um põnto característi­
co (x = 0), para o segundo estado temos dois pontos característi
cos (x = + a = + / — ) e para o terceiro estado temos três pon-— — rnto * *
5fi] tos característicos (x = 0, x = + / -— ).
— 2mw
5. OSCILADOR HARMÔNICO BIDIMENSIONAL
Obteremos agora as linhas de fluxo e as trajetórias pa
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ra o caso de uma partícula de massa "m" em um potencial do tipo:
V (x,y) = 2 mü)2 (x2 + y2) (11.35)
Neste caso, as soluções para podem ser decompostas em duas 
componentes ortogonais, ou seja:
v. = v . , v x + v . , . y  (11.36)i i(x) i(y) *
onde v. , \ e v. , . são soluções de problemas unidimensionais e i(x) i (y) ^
são dadas por:
„ . / m w ! i 
^ H n x - i ( /  1 T  x )
u
1(X) - X m Hn (/
nx 1' *  X)
„ . / mãP .
v . . , = wy - 2n ^  “f 1 , h, Y (11.38)
lly) Y “ Hn y ( / ^ f y )
onde n > 1 e n >1. Para o estado fundamental a solução parax y
->
v . e :i
v. = (nx x + wy y (11.39)
onde podemos notar que esta solução para do estado fundamen- 
tal e ortogonal as linhas equipotenciais, ou seja, v^X Vv(x,y) =0. 
Este fato nos auxiliará na solução de problemas mais complexos 
(quando o potencial apresenta um termo cruzado, por exemplo). As 
equações das trajetórias para o estado fundamental podem ser ob­
tidas a partir da equação (1.29) e, do resultado acima para v±f 
obtemos:
y = | x (H.40)
35
onde A e B são duas constantes de integração. No caso mais geral 
em que as freqüências de oscilação segundo x e y não são iguais, 
o resultado para no estado fundamental e:
v. = to, x x + oút y y (11.41)X 1 z
onde é a freqüência de oscilação na direção x e t / a f^eqüên 
cia de oscilação na direção y. (O resultado geral para é idên
tico aos dados pelas equações (11.37) e (11.38) onde substitui-
I -*•! mos por oo^  e respectivamente). Neste caso, v^ x VV(x,y) ^0,
mas mesmo assim v^ tem a forma do gradiente de V(x,y) a menos de
-* 2 ? 
constantes. (VV(x,y) = m(ai^x x + to^ y y) ) •
As equações das trajetórias para o estado fundamental
são agora
u,/w?
y = B(|) " (11.42)
ou seja, no caso mais geral em que oj^  £ as trajetórias depen­
dem da relação (isto ocorre mesmo para estados excitados).
Para estados excitados as soluções que fornecem as 
equações das trajetórias não são triviais. Os gráficos 13,14,15*
16 e 17 mostram as trajetórias "y" como função de "x" para al­
guns estados do oscilador harmónico bidimensional isotrõpico 
(a>l - i^ 2) .
! Consideraremos agora o oscilador harmônico bidimensio­
nal perturbado cujo potencial é dado por:
1 2 2 1 2 2 V(x,y) = - mu^x + — mu)2y + axy (11.43)
I
onde e são as freqüências de oscilação nas direções x e y 
respectivamente e a é uma constante tal que > a/m sorte
que as linhas de nível sejam elipses no plano xy com centro na 
origem dos eixos coordenados),m sendo a massa da partícula. Este 
problema pode ser tratado por teoria de perturbação, onde obte­
mos um valor aproximado da energia do sistema, ou podemos obter
o valor exato da energia resolvendo a equação de Schrödinger di­
retamente. Para ilustrar o formalismo proposto procuramos a ener 
gia do estado fundamental para este problema procurando uma solu 
ção para a equação:
vix(x,y) e na equação (11.44), obtendo o seguinte siste
ma de equações: ^
+
(II. 44)
Para a = 0 , conhecemos as soluções v . = w,x e v. = w~yix 1 iy 2U onde
são satisfeitas as condições v^ -»• ~--
V x vi = 0. Alem disto, vimos que vi tinha a forma do gradiente 
de V(x,y). Neste caso:
(11.45)
assim temos agora soluções da forma:
v.x (x ,y) = alX + a2y
(11.46)
v± (x,y) = bxy + b2x
onde ap e b^, b^ são constantes a determinar. Como V x v^ = 0
1
obtemos a2 = b2 = aQ . Substituímos agora as expressões de
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(II.47)
■TiE = ^ (a-j^ + b1)
2 2 2 co = a. + a 1 1 o
2 2 , 2  w = a + b,2 o 1
6 = aQ (a]L + b1)
onde 3 = a/m. Resolvendo o sistema achamos:
P ~ o)? + üj~ + 2 / o)2üj2 - 3 2
a“” = 3 [— --- -----õ~~õ~ 9---- 1 (11.48)
° (w£ - + 4 3^
2 2 „ 7 2 2 2 ^ _ U)_ + OJ« 4* 2 /  U), ü)~ — 3 1 / 9
a., = [w: -- 3 (— --- ~ ----5- 0— -1.T-----  ] L/í (11.49)
1 1 (u“ - u)~)2 + 4 3^
' 2 2 „ , 2 2  2
~ 0), + W- + 2 / OJ, (!)„ - 3 1/9
bi = [w2 - B (- -7 2 — ' í11-50»(oo^  - ü32) + 4 3
Observe-se que para a = 0 obtemos o resultado E = — (w^ + ) / e 
que, no caso de um oscilador isotrópico, o resültado para a ener 
gia é;
E=-flu>/i + i /  1 r 32/w 4 (11.51)
que podemos reescrever como:
E = ~  { / 1 -  3 2 / u>2 + / 1 -  3 2 / w2 } (11.52)
Este resultado (exato) pode ser comparado com o dado pela teoria 
de perturbação, expandindo-se os radicandos para 3 << co. Vê-se 
que os resultados são idênticos.
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Ao analisar os resultados até agora obtidos, podemos 
constatar que o divergente de v^ para o estado fundamental do os 
cilador harmônico é uma constante, constante esta que representa 
a energia do sistema. Mostraremos agora que, mesmo no caso mais 
geral quando as linhas equipotenciais são elipses no plano xy 
(com os centros não necessariamente no centro dos eixos coordena 
dos), a divergência de v^ é uma constante e representa uma carac 
terística do oscilador harmônico no estado fundamental. Para is- 
so partimos de V.. v^ = constante, ou seja:
3vix(x'y) = C. , v. (x,y) = c,x + f, (y) :3x 1 ix
(x,y)
---X _ ---  _ c v. (x,y) = c„y + f_ (x) :




f1 (y) = ay + b
f2 (x) = ax + d
Logo, as soluções possíveis para v. e v. são:L ^ ix xy
v. = c , x +  ay + b IX _L





que são soluções para o problema cujo potencial é:
1 2  2 1 2  2V (x,y) = - mo)1x ‘ + - mu2y + axy + 6x + yy (11.57)
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onde a, 3 e y são constantes que satisfazem as condições necessá 
rias para que as equipotenciais sejam elipses no plano xy. A 
energia para o estado fundamental é
*  ,/ 2 2 , 2  2, ra2 ..2 2,
= 2 (/. “l “ a + 7 W2 " a 1 - [2ÍS (3 + Y } +
B2 , 2 2, Y2 , 2 2, ay 3 ' . , 2 2 
+ 2ÍS U 2 " a } + (W1 " a ) - —  (/ Wl - a
+ / u2 - a2)] (a2 - / o)2 - a2 / co2 - a2)-2 (11.58)
onde a é definido por:
2 2 _ /  2 2 2 , 2, 2 oj, + co„ + 2 / (j0,c0„ — a /m2 a , 1 2 1 2  > > _  _  c ri \a = (----- ------  --------- ---- ) (11.59)
m2 (oj^  - + 4 a /m
Como exemplo podemos considerar um oscilador harmônico bidimen - 
sional localizado em campos elétricos transversos, ou seja, um 
potencial do tipo:
V (x ,y) = j mo)2x2 , + ^ mco2y2 - qex* - qe Y (11.60)
onde "q" é a carga.da partícula cuja massa é "m" e e e e reprex y —
sentam os campos elétricos segundo as direções x e y respectiva­
mente. Como agora a = 0, a equação (11.58) fornece:
2 2 2 2'Hco q £ -ilco q e
E = (1 ---- *) + _ £  ( 1 ------Z )  (11.61)
resultado este, que nos é familiar. No próximo capítulo, quando 
da aplicação do formalismo hidrodinâmico ã física molecular, es­
tenderemos as idéias aqui desenvolvidas a hamiltonianos que re­
presentam interações moleculares para os quais não hã _ solução 
analítica da equação de Schrödinger.
40
GRÃFICQ II.l - LINHAS DE FLUXO PARA O ÂTOMO DE HIDROGÊNIO NO ES­
TADO FUNDAMENTAL. (n = 1, Ji = 0 , m £ = 0)
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i
GRÃFICQ II.2 - LINHAS DE FLUXO PARA O ÃTOMO DE HIDROGÊNIO
ESTADO (n = 2 , l = 0 , m £.= 0)
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GRÁFICO II.3 - LINHAS DE FLUXO PARA O ÁTOMO DE HIDROGÊNIO ESTA­
DO (n = 2 , i = 1 , :■= 0)
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GKÃFICOS II.4A, II.4B e II.4C - TRAJETÓRIAS r = r(Q)(ANÁLOGAS AO
PROBLEMA DE KEPLER) PARA ALGUNS 
ESTADOS DO ÃTOMO DE HIDROGÊNIO.
! 47i
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GRÃFICOS II.5A e II.5B - COMPONENTE IMAGINÁRIA DA VELOCIDADE
QUÂNTICA PARA OS DÔIS PRIMEIROS ESTADOS 
DO OSCILADOR HARMÔNICO UNIDIMENSIONAL 
(n = 0 e n = 1 )
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GRÃFICQ II . 6 - COMPONENTE IMAGINÁRIA DA VELOCIDADE QUÂNTICA PARA
O SEGUNDO ESTADO EXCITADO DO OSCILADOR HARMÔNICO 
UNIDIMENSIONAL, (n = 2)
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GRAFICO II.7 - LINHAS DE FLUXO X(t.) PARA O ESTADO ------------- x






GRÃFICO II . 8 - LINHAS DE FLUXO. X(t±) PARA O PRIMEIRO ESTADO EXCI 
TADO DO OSCILADOR HARMÔNICO UNIDIMENSIONAL, (n = 1)
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GRÃFICO II.9 - LINHAS DE FLUXO X(t±) PARA O SEGUNDO ESTADO EXCI-
i




GRÃFICO 11.10 - TRAJETÓRIAS y = y(x) PARA O ESTADO FUNDAMENTAL
DO OSCILADOR HARMÔNICO ISOTRÕPICO BIDIMENSIONAL.
59
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GRÁFICOS II.11A e II.11B TRAJETÓRIAS PARA OS DOIS PRIMEIROS ES 
TADOS EXCITADOS DO OSCILADOR BIDIMEN­
SIONAL ISOTRÓPICO (n = 1, n = 0  ex y




GRÁFICO 11.12 - TRAJETÓRIAS PARA O ESTADO nx = 1, ny = 1 DO OSCI
LADOR HARMÔNICO BIDIMENSIONAL ISOTRÓPICO.
63
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GRÃFICO 11.13 - TRAJETÓRIAS PARA O OSCILADOR HARMÔNICO BIDIMEN -




FORMULAÇÃO HIDRODINÂMICA APLICADA Ã FÍSICA 
; ' MOLECULAR
1 - INTRODUÇÃO
Iremos tratar agora da aplicação do formalismo hidrodi.
nâmico a;.alguns problemas discutidos em trabalhos de física mo- 
[48 4.Q 5Ó1
lecular •' '' . Analisaremos inicialmente o hamiltoniano de 
Barbanis, que nos fornece um exemplo simples de acoplamento. Ve­
remos que, por analogia com os resultados obtidos no Capítulo II 
para o oscilador harmônico bidimensional, podemos obter as ener­
gias de alguns estados para o sistema de Barbanis. Estes valores
são próximos dos valores obtidos na literatura através do cãlcu-
, • [43,49] , ■ , . , - . [ 50,51]lo vanacional linear , ou de métodos semiclassicos
2,- 0 HAMILTONIANO DE BARBANIS
2 . 1 -  O Hamiltoniano"isotrópico" de Barbanis
Em trabalhos r e c e n t e s ^ ^ t e m - s e  estudado o cará 
ter irregular dos espectros moleculares,, propondo-se modelos mole 
culares que tratam as moléculas como um conjunto de osciladores 
acoplados,de sorte que o hamiltoniano que as descreve não é
integrável.
r4R 4Q RD 1
Um hamiltoniano muito estudado ' ' ■' co­




H = —^ ^ + — yco2 (x2 + y 2 ) - a xyJ (III.1)
2 y 2 y 2
onde o) é a freqüência de oscilação segundo as direções x e y. O 
termo axy2 expressa o acoplamento entre os osciladores (sendo 
"a" a constante de acoplamento) e y é a massa reduzida do siste­
ma.
i Como consideramos estados estacionários e as funções 
de onda que descrevem o sistema são reais, utilizamos a equação 
de Schrödinger sob a forma dada na equação (1.21), ou seja:
E - V (x, y ) = - $ . v. - - yv2. . (III.2).'J 7 1 2  1
Expressando v^ em termos de componentes ortogonais:
v. = v. (x',y) x + v. (x,y) y . , (III.3)J_ IA J-y
Utilizando o potencial dado na equação (III. 1) obtemos: 
i x 3v. , x 9 v • i„ 1  2 , 2  2 » 2 "Tl IX 1 2 & iy 1 2E - -  pw! (x= + y ♦ axy’ = -  —  " 2 >,vix + 2 1 y  ' 2 pViy '
(III.4)
Para obtenção dos níveis de energia do sistema, começa­
mos por observar que estamos tratando basicamente de um oscila- 
dor harmônico bidimensional. Vimos no capitulo anterior,, que, para 
este problema, no caso isotrõpico v^ é ortogonal as linhas equi- 
potenciais e que em um caso mais geral v^ tem a forma do gradien 
te do potencial. 0 gradiente do potencial dado no hamiltoniano 
em (III.1) é:
VV(x,y) = (yto2 x - ay2 ) x + (yw2 y - 2axy) y (III. 5)
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assim, considerando que temos um acoplamento no potencial espera 
mos que tenha uma forma alterada em relação ã da expressão dada
em (III.5), ou seja, estimamos que as componentes v. e v. de v.' ix
para o estado fundamental do sistema de Barbanis sejam dados por: 
v i x (x,y) - a x +  bly + b 2 (III.6 )
v± (x/y) - b y +  c ^ y  (III. 7)
onde a, b^, b£, b e c^ são constantes que devem ser determina - 
das, como veremos a seguir, a fim de que se obtenha a energia do 
sistema. Observamos agora que, como estamos buscando uma solução 
aproximada para a equação (III.4), podemos calcular a energia mé 
dia do sistema através do valor esperado do hamiltoniano: i
< E > = fSIty* H iJj d 3 x (III.8 )oo o o
onde \jjo ê a função de onda (aproximada) que descreve o estado 
fundamental dò sistema caracterizado pelo hamiltoniano H. Como 
Hi{jo = E^0 , utilizando (III. 2) podemos reescrever a equação (III. 8 ) 
como:
< E >oQ = ///(|' V. v± - | yvj_ + V) p d3x (III.9) 
onde p. = U o | 2 é a densidade de probabilidade.
Antes de começarmos a utilizar a expressão aproximada de v^ para
o calculo de < E > , devemos notar que, como V x v. = 0, temosoo 1
c, = 2 b-, assim reescrevemos v. e v. como:
1 1 ' ix xy
v.. (x,y) = ax + b,y2 + b_ (III.10)X X JL ^
vi y (x,Y) = by + 2bl Xy (III.11)
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Introduzindo agora dado pelas equações (III.10) e (III. 11) na
expressão para < E > dada em (III.9), obtemos:
•fí 1 1 +00+00
< E>oq - — (a + b) - -yb2 - ^ -yb^ / / (y + 4x2 y2) pdxdy (III.12)
^ —oo —CO
onde determinamos’a, b, b^ e b^ através do sistema de equações:
!
to2 = a2
a)2 = b 2 + 2b^b^ 
a = - yb^(a + 2 b) 
b^ -ft = yab^
cuja solução leva à seguinte equação para b:
(III.13)
b + wb 3 - — o)2b 2 - oa3b + — ( y 2 - to ) = 0 (III.14)
4 4
2 CL* -K '
onde: y 2 = a (III.15)
y3 w
Notemos agora que a determinação de < E >QQ envolve o conheci - 
mento de p, assim a partir das equações (III.10) e (III.11) de­
terminamos -t{> (x->y):
Aix2 \~y2 X,xy2 X.x
. > = A exp [ - ----  - — ——  + — -—  + — —  ] (III.16)o(x,y) * 2 2 2 2
j , yw -, yb , 2 a , 2 a
onde : X _ ■ f /t-
1 *Ti 2 *  3 JK 4■H (lu + 2 b) yoo (cü + 2 b)
0 valor da constante A tiramos da normalização de ipQ , ou seja:
+oo +00 —X, x 2 - A~y2 + A^xy2 + A.x 
AIs / / e 1  ^ J dx dy = 1 (III. 17)
1 >.00 — 00
a integral pode ser avaliada expandindo-se os dois últimos ter-
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mos do integrando em série e desprezando-se termos de ordem Su­
perior, assim:
i , |2 +00 +00 ^4 ^ 3  a — X - x  — X 2 y
lA l U  L  ( 1  + A4X + ~2'x + X3xy + V 3x 2y 2 + ~2 x'Y )e dxdy = 1
(III.18)
integrando agora todos os termos, obtemos a seguinte solução apro 
, |-2
ximada para ■ |A| “
I (A A ) 1 / 2
I A | = ------------------ --------->--------------  (1^ 1.19)
X3 X-4 X* 3X2 9 X^
7T ( 1 + -----  + -----  + ------ + -------  )
4 A1 A 2 4 A1 A 2 1 6 A1 A 2 1 6 AÍA 2
observe-se que para a = 0 , obtemos o resultado para o oscilador 
harmônico bidimensional, |a| = (X^X2) / t t ,  e que o denominador 
na equação (III.19) é na realidade uma série de potências em a. 
Isto nos mostra que a estimativa feita para v^ e semelhante ac '
;da teoria da perturbação, apresentada recentemente por
í
Aharonov e A u ^ 4,^~^.
A partir das equações (III.16) e (III.19) podemos de­
terminar aproximadamente os dois últimos termos na expressão pa­
ra < E > 0 0 dada na equação (III.12) ou seja:
+oo+oo 4 IAI 2 ir 3 3 A 4 ^^X4X1 105 
Zco Zoo y pdxdy=;-L-J------ { —  + ----- - + ------  + — A------} (III.20)
(X1 X2 ) 1 / 2  A 2 1 6 A1 A 2 1 5 A1 A 2 A1 A 2
+oo +oo Ia P tt 1  3 A 4 ^ A 3 A 4 4 ^ A 3 
/ / 4 x 2y 2 p d x d y  = — 4 - ^ ----{ — + -----—  + — —  + ----- }
(A1 A2 ) 1 / 2  A1 A2 4A1 A 2 4 A1 A 2 16A1 A 2
(II I .21)
Devemos notar que as soluções propostas têm um limite
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de validade que é imposto pelo valor do parâmetro de acoplamento
a. Assim, estudou-se o comportamento das soluções com relação a
res de a desde 0 , 0 1  a 0 , 8  e verificou-se a estabilidade da dife­
rença entre a energia do hamiltoniano não perturbado e do hamil-
toniano com perturbação (AE = E - <E> ). Os resultados estãooo oo
apresentados na tabela I e no gráfico III.1, onde se pode constatar 
que AE é aproximadamente estável para valores de á até 0,20. Pa-
o
ra valores de a acima de 0,20 uma pequena variação Aa, no parâme­
tro de acoplamento, acarreta uma variação muito grande em AE, o
• que nos indica que as soluçõeè não são estáveis e,portanto,a hi­
pótese inicial sobre perde,sua validade. No formalismo usual 
isto corresponde ao fato de que não podemos usar teoria da per - 
turbação quando o acoplamento é grande.
dos pode ser conseguida, utilizando-se os resultados do oscila- 
dor harmônico. Assim, para o estado correspondente a n = 1 e
n = 0  escrevemos:
variações em a. Para tanto, calculou-se <E> oo para diversos valo
A obtenção da energia do sistema para estados excita-
y
(III.22)
sendo a energia do estado dada agora por:




onde b^ = -íí/y e os coeficientes a, b, b^ e bj estão determina -
dos pelo sistema (III.13). A densidade de probabilidade deter­
minada por (III.22) é agora dada por:
p (x ,y ) =|a|2x 2 exp { - A-^ x2 - A2 y2 + A^xy2 + A 4 x} (III.24)
onde A^/ A2 , ^  e A^ são definidos como antes e avaliamos | A | 2 a 
partir da normalização de ij, o que nos fornece:
i- U ^ ) 1 7 2
| A | -------------------------- :--- ----  , (III. 25)
1  3 A2 3 A4 A3 9A3 .
n- (-r-r—  + --- + -----  + --- ---)
^A1 8 A^ 8 aià 2 32A^A2
Podemos agora estimar as integrais na expressão para <E>- q^ , o 
que resulta em:
a | A12 o 9, À \ 4 5 A A 
/ " T V  pdxdy = — LM-I--- {_ 3 _ + _ i _  + --- U i )  (UI . 26 )
(A1 A2 ) 1 / 2  8 ilA 2 3 2 à1 A 2 3 2 *i* 2
A segunda integral fornece:
I a  Ia" ' -3 I S A 2. 45A0 A
i l X T * * 2 y3 p dx dy - — ------{ — j—  + + — 7 ^  > ( u i . 2 7 )
(A1 A2 ) 1 / 2  2 \iA 2 8 A2 A 1  8 AIa 2
e : ;
+ oo+,.oo dx dy _ |a|2tt r ^  / ^ 4 3 a 3 .
ZcoZco < v a + b 2 )p ” x —  •,v ; cV : —  + +
(AiA 2 ) 1 / 2  4 A1 A 2 8 A1 A 2
A 4 Ao
+ b? (— —  + --- — )] (III.28)
2 A1 4 A 1 A 2
Para o estado em que n = 0 e n = l a s  com-^ x y
ponentes de v^ são:
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Vix = aX + V 2 + b 2
v iy = by + 2 b1xy - b3/y
(III. 29)
e como antes, a energia é:
<E>oi = !<a * *T.b - i ub- - +
+ 4 x 2 y2)pdxdy + 2fíb, /+°7+°°x pdx dy (III. 30)X — CO — CO Vi,
onde já foi substituido b 3 = tt/y e p(x,y) calculado a partir de 
(III.28), é dado por:
p(x,y) = |A|2y2 exp { - A,x2 - À9y2 + A-.xy2 + A.x } (III.31),
o que nos permite avaliar as integrais na expressão de <e >qi de 
forma similar aos casos anteriores, ou seja, temos:
, 2. í à1A2 ) 1/2
jA | = ------------------- :----------------- ---  (III.32)
! A4 3 X 3 à4 15 À 3 ,Ti (---  + -----  + -----  + ----- _)
2X2 8X1X2 8 A1 à 2 32A1A2 
e as integrais fornecem:
+co + 0 0 4  j  ■ j  _ | A | 2 tt ,15 15 X 4 1 0 5 A 3A'4 945 A 3
Zoo 'Zoo y pdx ãy - - —  (— + ----- r + ----- 7~ + ------ ^
( X X X 2 ) 1 / 2  3 X 2  3 2 A 1 X 2  3 2 h X í  1 2 8 X 1 X 2
(III.33)
+oor+oo _ 1A I 2 7T , 3 9 X 4 4 5 x 3 x 4 315 À3, Zoo Zoo 4x Y pdx dy - -i— !------ (---- - + - -  ■+ ■--- -—- + — —7 -7 )




/+7'+ w xpdxdy - ----------- (- À-l  + — — ;
œ (xi x 2 ) 1 / 2  4 X 1 X 2  8 à1 X 2
Outro estado analisado corresponde á n^ = n^ = 1; nes­
te caso:
vix = ax + b iY2 + b 2 “ b3/ x
(III.36)
viy = by + 2 bLxy - b^/y 
e o resultado para a energia é:
<E> n (a + b) + ti (a + b) - ^ ub^ - -y yb 12 /+7 +C° (Y4 +11 2 2. c. Z 1 —00 —co
+ 4x 2y 2) p dx dy + f+c°f+c° (b-,y 2 + b~) p -X + 2í\b-]f+<x>f^co x pdx dy—1 r  u — co — 00 x  <L X  JL — 00 — co
(III.37)
onde se usaram os resultados b^ = "fi/y e b^ = ií/y com os demais 
coeficientes determinados a partir de (III.13). A função de onda 
para este estàdo, determinada a partir de (III.35) é:
A ^  X3xy 2 ^4*
^ ( X / y )  - Axy exp {--- ------ ~  + ~~2— + ~  }
(III.38)
sendo que sua normalização leva ã seguinte expressão para |a |2:
I < j 2 * 3 / 2
|a | - --------------- j-i-S-------------- --- (III.39)
1 : 3 À4 . 9 V 4 45 À3 \Tf (• +  r- .{- ----------- -------- - - J
4A1A2 16A^A2 16A^2 64X[X2




,+ V«o 4 „ t j _ | A TT , 15 4 x 3 4 ' 3 N f f  y Pdx dy - -- 1— 1----- (------ + ------- + -------- + -------- )
-“t “ 1/2 16 X, XI 64x! X~ 64x! X~ 256X* X *-~0 1X^X2) 1 *■ 1 2  1 Z 1 2 .
(III.40
e :
' ' I • ,2- Q 45X* 225X X ..j. CO.-f- GQ . 2 2 J3 ' J2 ~ ' I  ^  ^  ^ 3 4  / / 4x2y2pdxdy - --- 1— 1----  (------  + ------  + -------  +
—  co —  oo - í f  ^ -l/o i r . 2 . 2  - * . 3 . 2  y - v , ^ 3 ^ 3
(X^ ) 1 7 2  1 6 V 2 6 4 à1 * 2  6 4 XÍX 2
157 5x1
+ ---- r^r ) (III.41)
256X^2
e as duas,últimas integrais fornecem:
C O V ’ "  - M j l _  [b l i— i j  ♦ ,
- '  ( X ^ ) 1'* « 1 * 2  1 6 A ^ 2
X 4 3X 2 
+ b? {---- - + ---- -) ] (III.42)
4 X i_ X 2 8 ài^ 2
+ 00 + 00 I Al2 TÍ "^4  ^  ^3 
/ / x pdx dy - — — - ----  (-----  + ------ ) (III.43)
(X^ ) 1 7 2  8V l  16^ 2
Os resultados acima foram verificados para dois valo­
res diferentes de a , a = 1 / 1 0 e a = 1/9, e comparados com os re-
f 4 8 531sultados apresentados na literatura ' , conseguidos através 
do método variacional linear. Os resultados são apresentados nas 
tabelas II e III, nas quais dispomos na primeira coluna os valo­
res das energias em primeira aproximação, ou seja^desprezando-se 
as integrais nas expressões para <E>. Na segunda coluna estão os 
valores da energia (indicada com asterisco) considerando-se os 
resultados aproximados das integrais, e por último damos os valo
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res encontrados na literatura. Deve ser notado que as diferenças 
percentuais aumentam para níveis de energia mais elevadoçj isto 
implica, primeiro, que para estados excitados mais elevados deve - 
mos abandonar o uso de uma primeira aproximação e,segundo, que de 
vemos utilizar um maior numero de termos no cálculo aproximado 
das integrais.
Como foi dito, nossos resultados se baseiam no fato de 
que o potencial estudado toma a forma de um oscilador harmônico 
para a = 0 , e neste caso as equipotenciais são circunferências no 
plano xy. No gráfico III.2 mostramos as linhas de nível do potencial 
de Barbanis para diversos valores de a, onde se pode constatar o 
efeito do parâmetro de acoplamento na deformação das linhas de 
nível mostrando-nos claramente o porquê da instabilidade de AE 
(gráfico III.1) com o crescimento de a, pois neste caso as linhas de 
nível não podem ser tomadas como sendo aproximadamente circunfe­
rências. Nos gráficos III.3A e III.3Bapresentam-se as linhas correspon -
dentes a v. e v. constantes (para o estado fundamental); deveix xy ^ "
ser notada a deformação destas linhaá quando comparadas com o ca
so a = 0 (o que fornece as linhas paralelas no eixo y e x respec
tivamente). O gráfico III.4 mostra as linhas de nível para a função
de onda do estado fundamental (equação (111.16)), onde podemos 
ver a semelhança destas linhas com as equipotenciais.
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2 „ 2 - 0 HAMILTONIANO ANISQTRÕPICO DE BARBANIS
Nesta secção utilizamos o formalismo hidrodinâmico pa­
ra analisar. o sistema descrito pelo Hamiltoniano anisotrópico 
de Barbanis:
p 2  : p 2
H = i y (tü^ x2 +. oj~y2 ) - a xy2 (III .44)2u 2y 2 1 Á
_ a A ■
onde e são as freqüências segundo as direções x e y respec 
tivamente. Para este sistema as soluções aproximadas para v. e 
v. também são dadas pelas equações (III. 10) e (III. 11)., e o va-
iy
lor médio da energia para o estado fundamental é:
< E > o o  “ f  ( a +  b )  ^ b 2  "  f  y b Í - +“ /- “ ( y 4  + 4 x 2 y 2 ) p d x d y
•(III. 45)
onde determinamos a, b, b^ e b^ através do sistema de equações:: 
üo^  = a2
oi2. = b 2 + 2 b, b„
(III. 46)
a = - y b^ (a + 2 b) 
b^ fí. = yab2
A
cuja solução leva à seguinte equação para b:
b 4 +o)1 b 3 + (-|ü3^ - (i>2 ) b 2 - iú^ 2  b + i (y2 = 0
(III.47)
2 ct ^ h
onde: y 2 = — --- (III.48)
i P ' ^
Como se pode observar, a diferença entre os sistemas
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isotrópico e anisotrópico consiste basicamente nos polinómios 
achados para b (equações (III.14) e (111.47)), sendo que desta 
forma, após a determinação dos coeficientes, podemos utilizar to 
dos os resultados encontrados para o Hamiltoniano isotrópico. No 
entanto, para o sistema anisotrópico,a validade de nossa aproxi­
mação não depende ' . unicamente do valor do parâmetro de aco­
plamento (que deve ser pequeno), mas,também do grau de anisotro- 
pia do sistema. Isto advém do fato de que para o oscilador harmô 
nico bidimensional anisotrópico v.. é aproximadamente ortogonal 
às linhas equipotênciais quando • Assim verificou-se a es
tabilidade das soluções de maneira análoga ao caso isotrópico, 
mas considerando-se agora a = 0,08 e variando-se a diferença
Aoj = - (^2 desde 0,02 até 0,90. Os resultados estão apresenta­
dos no gráfico 6 , que mostra a variação que AE = Eqo ~ < e > 0 0  s£ 
fre com o aumento de Aw. Note-se que AE é estável até aproximada 
mente Aiú - 0 , 5 . ■
Os resultados para o sistema anisotrópico quando a= 0 ,1 ,
0)2 = 0,81 e co^  = (0 ,1 ) e para a = 0,08 com co-^ = (1 ,6 ) ^ ^  e 
1/2o)? = (0,9) estao apresentados nas tabelas IV e V, sendo a dis; 
posição de valores feita de forma igual ao caso anterior. Aqui 
deve ser notado que as diferenças percentuais (para os valores 
dados em primeira aproximação) são maiores do que aquelas para o 
caso isotrópico e isto indica que devemos tomar um maior número 
de termos ao avaliarmos as integrais, para que se consigam melho­
res resultados . No gráfico III.5 estão apresentadas algumas linhas 
eqüipotenciais para o sistema anisotrópico como função da dife - 
rença Aw; note-se que ã medida que Aio cresce às linhas de nível 
deformam-se afastando-se cada vez mais do caso ideal, que corres 
ponde a elipsés no plano xy , fato que está intimamente relaciona
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do com a estabilidade das soluções (gráfico III.6 ).
3- 0 OSCILADOR HARMÔNICO TRIDIMENSIONAL ACOPLADO
Nesta seção generalizam-se os resultados anteriores, ana 
lisando,^ um sistema descrito pelo Hamiltoniano: 
p 2  p 2  p 2
H = —  + —^ + —  + — yw2 (x2 + y 2 + z2) - a (yx2 +yz2) (III.49) 
2 y 2 y 2 y 2
onde y é a massa reduzida do sistema, ( w a freqüência de oscila­
ção, e'a o parâmetro que nos fornece o grau de a^narmonicidade do 
sistema. Neste caso o gradiente do potencial é:
VV(x,y,z) = (yw2x - 2axy)x + (yoj2y - ax2 - az2)y +
+ (yw2z - 2ayz)z (III.50)
Desta forma, analogamente à situação anterior, propomos as solu- 
fções aproximadas para as componentes de v (para o estado funda­
mental) ;
ix = a x o + a^xy
iy
= b y oJ + b,x2 + b„z2 + b_1  / o (III.51)
iz = c z o + c-jyz
onde, usando-se o fato de que V x = 0 obtemos as relações 
a^ = 2 b ^ e  c^ = 2bp . Observe-se que tanto para o problema de Bar 
banis como para este caso, as componentes de correspondentes
ãs coordenadas para as quais o Hamiltoniano é simétrico são sem­
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pre antissimétricas e para as coordenadas em que o Hamiltoniano 
não tem simetria definida a componente de v\ correspondente também 
não apresenta urna simetria* definida. O valor da energia é obtido 
inserindo-se os resultados expressos em (III.51) na equação
(III. 9) o que fornece:
„ 'Fl , , . 1 , 2 1 J +oo +CX. +ÇO<E> ---(a +b + c ) --ubí,---ub; / / / ,.4
oo 2 o ° ° 2 3 2 1 -°° - 00 ■ (x +
+‘ 4x2 y2 ) p dx dy dz - —  u b 2 / °°f z 4 + 4y2 z2 ) p dx dy dzJ  ^ ■* 2 ^ — CO — CO — CO u  ^ u
(III.52)
onde as constantes a , b , c , bn, b_ e b_ são determinadas ao o o l 2  3
partir do sistema de equações:
to2 = a 2 o 2 blb3
CO2 = b 2 o
CO2 = c2o + 2 b0b 0
a bl (bò +




'ft (b-, + b~ ) = yb b 0 1  z o i
A solução exata deste sistema de equações leva a um polinómio de 
alta ordem, cuja solução numérica é difícil. Assim, observando 
que aQ e c q diferem apenas levemente de oj resolvemos o sistema 
em primeira aproximação:
■ - blb3a — Cü — ----O W
b2b3• c - w - ----O 0)
b,  -------- — ----  (III „ 54 )
l_i (to + 2 a^)
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b a
2 y ( u )  + 2 c q )
u a / 1  b ------- (-------- +
3 u co 0) + 2 a a) + 2 c K o o
cuja solução leva ao seguinte polinómio:
X 7 - 9u)X6 4- 27a)2X5 + (2A - 27üj3) X4 - 15wA X 3 +o o
+ 21ui3XQX2 - 6 wA^ = 0. (III.55)
, v 0 , 2 a2'fíonde X = ü3 + 2c e X = — -—
, o o y U.
0 polinómio acima (bem como no caso de Barbanis) foi resolvido 
através do método de Newton e divisão sintética, usando-se sem­
pre dupla precisão. Após a obtenção dos coeficientes calculamos 
a densidade de probabilidade para o estado fundamental a partir 
das equações (III.51):
P(x,y) = I A | 2 exp { - À - . X 2 -  \ y2 - A,.z2 + A 4yx• 2 +
+ A 5 yz2 + Agy } (HI.5’6)
ya^ ■ yc 2 yb, 2 ub_
onde X]_ = —  , X2 = ^  , X3 = —  , A4 = — , À5 = ,
2 yb-,
À ,  = -----------
6 fi
Para o cálculo de A, a partir da normalização da função de onda 
obtida, desenvolvemos os últimos três termos de p em série de po 
tências e tomando-se apenas os primeiros termos das séries, o re 
sultado aproximadp para|A|2 é:
3A5 2 7 A5A4 9 A6A5A4 9 A4A6A5 ,-1 r 4+ -----  + -------- + ----------+ ---------- j (III.57)
8 X3 X3 64A1A2A3 32A1A2A3 32A2A3à1
0  próximo passo para a determinação da energia do sistema consis 
te em avaliarmos as integrais contidas na equação (III.52). As 
duas primeiras integrais fornecem:
■ft|V/2 . 3 105 *4
/ / / x p dx dy dz - — -------rrõ {--- + ----Loo±co±co. H 2 . ,1 /2 ‘- /, ^ 2 CA k
(A1A2A3) 4a1 64a1A2A3
1 5 X5 X4 ÍOSX^X^ 9 A 5 9 A 5 A 4+ ---------------  + ---------------  + ---------------  +
32A1A2A3 64A1A2A3 64A2A1A3 16A1A2A3 
•^^ 7^A6A5A4 ,+ ----- E_2_JÍ} (III. 58)
2 5 6 X ^ 2 X3
e :
r+oo,+ oo,+ c»,__, , .. „ , _ j a[ 2tt 3 / 2  1 45A4
u u u  4 x 2 y 2 p d x d y d z  =  -------------------------- í  +  — r r  +
{A1A2A3)1/2 X l À 2  1 6 à1 A 2
9 X5 X4 4 5 A 5 A 4 9 a 5 6 7 5 X4 X5
+ ----- :—  + — :------  +
8A1A3A2 32A2A1A3 1^A2A3A1 Ç4A1A2A3
225XÍ-Xt-X! 135X/-X/]X j- 
+ ---- 1-1-1 + ---- 6 JL£} (III.59)
64  ^j_X 2 X 3 6 4 A 2A Ia 3
As duas últimas integrais avaliamos em:
2
I a 12 ' 3 /2 9X „ 
/+ 7 + 7 +eo z^p dx dy dz -----{ + ----- 4---




15 À. 45ArA, 105 Ac 945ArA4 5 5 4 5 5
e :
32A1A2A3 64A1A2A3 64A2A3 A1A2A3
135\ X \ 315 À4 Ag
+ ---— ---- - + ---------- } (III.60)
256A'1A2A3 256AxA2 A 3
2
+  0 0 + 0 0 + 0 0  j A |2 TT3 7 2 f  1 . _ 9X44y2 z2 p dx dy dz - --!— !-------  { +
à1A2à3)1//2 16X1X2X3
3A4A5 27A^A5 4 5Ag 675 Ag 
+ -------- + ---- - ------  + ------- +
2A1A2X3 32 (A1 A2 A3 ) 2 ISAjà’ B m j x ’x’
1 3 5 X Í X - Ã ,  2 2 5 A . X Í X , -
♦  1-5-6 f ---- 4_5_6 J (III.61)
64 a’a’a’ 64 x x>x*
'Observe-se que os resultados para as integrais foram obtidos
com um maior numero de termos do que no caso do Hamiltoniano de Éar 
banis® isto se deve ao fato de que o sistema tridimensional estu 
dado é duplamente acoplado o que requer uma maior precisão no 
cálculo da energia (Se, por exemplo o sistema possuisse também um 
acoplamento entre as coordenadas x e z, teríamos um maior número 
de termos na expressão para a energia e, além disto,para uma apro 
ximação de mesma ordem,as integrais a avaliar forneceriam um 
maior número de termos).
Os resultados anteriores foram verificados para o caso
_3
em que a = 0 , 1  / u = / 0 , 1  , hu = 1 x 1 0  e y = 1 , estando os re 
sultados apresentados na tabela VI - Observe-se que calculamos com 
maior precisão apenas a energia correspondente ao estado funda - 
mental (o valor assinalado pelo asterisco) sendo os demais resul 
tados apresentados, calculados desprezando-se as integrais nas
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expressões para <E>.
4. 0 SISTEMA DE HENON - HEILES
Veremos agora uma última aplicação do procedimento uti. 
lizado até aqui, para obtenção do valor aproximado da energia de 
alguns estados para o potencial de Henon-Heiles. 0 sistema de 
Henon-Heiles é descrito pelo Hamiltoniano:
P2 P2 ' ,
; H = —  + —^ + — yw2 (x2 + y2) + a(yx2 --y 3 ) (III.62)
2 y 2 y 2 3
onde, como nos casos anteriores, representamos por a o parâmetro- 
de acoplamento. Para estimarmos soluções aproximadas para v. eIX
v^ tomamos o gradiente do potencial:
VV = (yoj2x + 2ayx)x + {yo>2y + ax2 - ay2)y (III.63)
Desta forma tomamos como soluções aproximadas (para o estado fun­
damental do sistema):
v. - ax + 2b.,xy (III.64)
I X  o
Viy " boY + b2y 2 + b3x 2 + b4 (III.65)
ii
onde o segundo coeficiente de "v. " já foi substituido por "2 b,"IX 3
I .
de sorte que V x v^ = 0. Deve ser notado que a componente "v -lX "
!•
é antissimétrica em relação a "x", devido a simetria do Hamilto-j-
niano com respeito a esta coordenada. (Por este motivo, o termo 
constante "b^" é adicionado a e não a "v^x ", procedimento
jã realizado anteriormente). Introduzindo "v^" dado pelas equa -
ções (III.64) e (III.65) em (III. 9) obtemos para a energia do ej3 
tado fundamental:
<E>o o - f  ,a + bo> -  J v b \ -  * pb2b3l ^ 7 " x Iy1p d x d y -
dx dy “ f yb3 £2lTxltp dx dy (III. 6 6 )
onde determinamos a, bQ , , b^ e b^ através do sistema de equa­
ções:
■ w2 = a2 + 2 b 3b 4
w2 = b 2 + 2b„b.O 2 4
a = yb3 (b ' + 2a) (III.67)
ot/3 = - ybQb 2
'?i(b2 + b3) = ybQb 4
A solução exata deste sistema- é possível, mas em vir
tude do polinómio obtido ser de alto grau, acarreta problemas na 
sua solução numérica. Assim, observando-se que "a" e "bo " dife­
rem levemente de "u",resolvemos o problema em primeira aproxima­
ção, ou seja, resolvemos o sistema:
a — u) — b^b^/oi í
b - to - b 2 b^ /co 
b_ = - a/3yb
(III.6 8 )
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cuja solução leva ao seguinte polinómio para "bo ":
b õ -  3 “ b ó + 3 “ ’ b ò -  “ >bõ * T  bo  -  I  wXo b Ò +
2 to À
„+ u)2 À bi + — -2.--- -—  = 0 . (III.69)0  0  9 9
J 1 CX2,R onde: = ----
O o 33 yJ u>
Como anteriormente, calculamos a função de onda
aproximada para o sistema, a partir das equações (III. 64) e
(III. 65), com o resultado:
^ x 2 Aoy 2 X3 À2 À4
\Ij . . = A exp { — ----  — ----  + —  yx2 + —  y 3 + —  y }
(x , y ) ^ 1 2 2 2 2 2
(III.70)
y yb 2 yb 2 yb? i
onde: X1 = T  ' xo = ' x3 = " -ZfT ' x2 = “ "1ÍT '
2 yb4 
= ----- -4
0 valor de A , tirado da normalização de - ip , é aproximadamente:
IXlAo |1/2 r , *4 3X3 9 V 3| A | _ ----------  [ 1 + ---  + ------- + ------- +
' ’ 71 2 Xo 16X A* 32x!x?O O 1  O 1
I
+ -— —  + --- - ] (III.71)
S X ^ i  1 6 * ^
Para achar, • <E> devemos avaliar as integrais naoo
equação (III. 6 6 ), o que ê feito utilizando-se. a função de onda 
dada em (III.70). Os resultados são:
+ ---- 2_£ + ---- £_£. } (III.73)
128XÍX*! 32 À,À^l o  l o
315X.X 105X X.
e a última integral fornece:
f-r-r-r- 4 J J ~ lA T 7T r 3 3à4 1 0 5 X 3 / / x 4 p dx dv - — ■— —----  {--- + -----  +__ nr» m ~ «* ~ «*
|2
(AlAo ) 1 / 2  4A]- 8X°Xl 6 4 AoÀl
315X.X* 45X „ X 225X9X.X,
+ ---- —  + --- —  + ---- f_£_i } (III.74)
128X2X!! 32X2 X3, 256X 3 X 1 o 1  o 1  o 1
Devemos observar que os resultados anteriores indicam claramente 
que o Hamiltoniano em questão representa um oscilador harmônico 
mais fortemente alterado que o Hamiltoniano de Barbanis (dentro 
da mesma aproximação temos aqui, uma contribuição de maior núme­
ro de termos).
Para este sistema verificamos também a estabilidade das 
soluções para diversos valores do parâmetro de acoplamento. Estu
damos •os casos com a = 0, 5 até a = 3,0 e colocando-se oj = 1,
- 2y = 1 e fuii = 1,25x10 . Os resultados estao apresentados no grã
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,fico III.7, onde,como nos casos anteriores, verificou-se a dependên 
cia com "á" da diferença entre a energia do oscilador harmônico' 
não perturbado e o resultado aqui calculado. Como é visível, o 
sistema apresenta estabilidade apenas para uma pequena faixa de 
valores de a (aproximadamente entre 0 e 1) , a partir da qual 11AE" 
começa a apresentar uma grande variação para pequenas alterações 
em "a".
0 cálculo da energia para alguns estados excitados foi 
•-feito de forma similar ao do Hamiltoniano de Barbanis, ou se­
ja, para o estado correspondente a n  = 1  e n = 0  usamos:x y
vix - alí * 2b3XY - b5/x
v. = b y + b„y2 + b_x2 + b. iy o-2 21 3 4
(III.75)
Com as soluções v. e v. expressas em (III.75), a energia corresix
pondente ao estado é:
<E> 1 0  - ^(a + b Q ) +fia - y  b j  -  ( 2 y b 2 + y b ^ )  / ^ x 2y2p dx dy - 
-- ~  y  b 2 / +00/ +0° y ** p dx dy - y  b 2 f+ °jr+ “ x 4 p dx dy +  2 f i b  / + °°/+c° y p dx dy
2 2 - 0 0 - 0 0  2 3 - 0 0 - 0 0  ^ J 3-L- 0 O _  CO J
* (III.76)
onde usamos o fato de que b^ = il/y,e a determinação das demais 
constantes permanece inalterada (ou seja, são obtidas “-a partir 
do sistema dado em (III.6 8 )). Assim, resta avaliar as inte­
grais, para isso notamos que , a função de onda cjue descreve 
o estado do sistema é:
A 1 X2 Aoy 2 X3X y 2 X4y
^ (x,y) = A x  exp {- ----- —  + + ~j~ ) (III. 77)
da qual, através da normalização, tiramos o valor aproximado de A:
1575A,A* 225à9Ao 1515X0\
+ -,---- —  + ---- —  + ----- — - -- ] (III.78)
128 X3Xi 64 A3 A3 128A1,A13o 1 o 1 o 1
Note-se que procuramos sempre tomar a mesma aproximação
para todos os estados e que,por outro lado,poderíamos tomar ape­
nas o primeiro termo do segundo membro da equação (III.78) o que 
nos levaria unicamente a uma alteração na precisão do resultado 
obtido. Tendo-se ' p*' avaliamos as quatro integrais que aparecem 
na equação (III.76), obtendo
• IAF -r -5 ISA, 225a1 -+ 00 + 00 !♦’ , J .. A TT r 3 4 3 f f y pdxdy - — 1------- {-----  + ------  + -------  +
M  1 \1/2l o  o 1
1575A. Al 315A-A, 2835A9A.A,
4 J + ----£_£ + ----- íL_£_i } ; (III.79)
128A4 a! 64 A1* A* 128a"a5 o 1  o 1 l o
Da mesma forma:
2
aI2 k  15A. 945À„ A 77 15 4 3
/ / x- p dx dy - --- 1— 1----  {--- + ------  + ------  +
“ M  , »1/2 8 A3 16A a! 64A A*(A^Aq ) 1 o 1 o l
2835A .Al 315A9A, 1575A,A,A,
+ ----- —  + ---- —  + ----- — —  } (III.80;
128 A"A,s 64a"a4 128 A 3 A ÍJ o 1 o 1 o 1
sendo que as duas últimas integrais fornecem:
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315À o 1575A 225x 9Ào 1575x 9A-,A/1
+ -----^L- + ----- ±JL + ---- £_£. + ----- } (III.81)
128x^Xq 128 X^Xq 64 x^x’ 128x _^Xq
e :
r-Kor+co ,  ^ » |a |2 tt r 3x3 9à 3à4 3à2/ / yp dx dy - — ---  {----- -+ ------  + -----  +
( x ^ ) 172 8V l  8^ i
225X2X3 15a2A3 1575a2A3X4
+ -------  + ------  + ---------—  j (III.62)
128x ^Xq 16a 1Xq 128A ^ Aq
Para o estado correspondente a nx = 0 e n = 1 as solu
ções aproximadas:
v. = ax + 2b_xy xx 3
v: = b y + b„y2 + b,x2 + b. - b c/y iy oJ 21 3 4 5‘1
(III.83)
fornecem para a energia do sistema o valor:
<E>ol = * ( a  + b0 ) + ^bo ~ | y b 2 - \ ^ 2r r  y ^ d x d y  -
- x ' p d x d y  - ( 2 y b 2 + y b ^  ) / ° ^  x 2y 2 p d x d y +
+ 'h b 2 i T l T y  Pd x d y  + ^ b 3í o o i >  ~  P  d x  dy +
+ fíb.f+C0f+C0p —  dy (III. 84) ^— CO — CO “ y •*
e a função de onda para este estado (obtida de (III.83)) é:
' y )
' ■ X 1x2 An y2 ^ 7 x y 2 A 9y 2 A 4 y  
^(x,y) = A y  exp {--- ------ —  + — -— + — —  + -j- }
(III.85)
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o que nos permite avaliar as integrais em (III. 84) e obter um
valor aproximado para <E>0 2 ’
Para n = n = 1 as componentes de v. tornam-se:x y ^ i
b5
v. = ax + 2b_xy - —  ix 3 J x
(III .86)
v. = b y + b~y2 + b.x2 + b. - b,/y iy oJ 2J 3 4 6 1
e portanto:
<E>11 " ! (a + b0 ) + M a  + b0 ) - \ ^b4 - | y  b2 ^ T Í T  dxdy -
- | y b 3 £+r í T xl*P dx dy - <2 ^ b 3 + yb2b3) Z + T ^ x 2 y2 p dx dy
+ (2-fib, +*fib0)/+°i'+00 yp dx dy + f i b _ p  dx dy +3 2 ~°o —00 K 3 -»--CO y K J
+ Hb./+r “ p ^ t  (III.87).0 0 — CO y  ' '
onde já 3e"“asou o resultado b^ = bg = fi/y. Após a obtenção da
densidade de probabilidade, avalia-se as integrais e obtém-se o
resultado para <E>^. Mostraremos ainda os resultados para n^ = 2,
n = 0 e n = O e n  = 0 .  Para o estado n = 2 e n = 0  temos: y x y x y
v. = ax + 2b_xy - ---- --------ix 3 J y (x2 - ?i/2ya)
(III.88)
'Viy = V  + V 2 + b 3x2 + b 4
onde já adiantamos os valores das constantes presentes no último 
termo de v, (ou seja 2-fi/y e "fí/2ya) .
X X
Substituindo as componentes de v^ em (III. 9) obtemos:
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<E>2 q - ^(a + bQ ) + 2-fta - )jb^  - (2 y b2 + y t>2b3*
• /+00/+0° x2 y2 p dx dy ~ i y b2 /f°7+°° y Vdx dy - ^ y b 2
—  0 0  —  0 0  2. ^  — 0 0  “  CO ^  «J
/+0°/+ °° x “* p dx dy ■ + 4 -fi b /+ °^T+ °°---^ ----  p dx dy
" “ - 00 3 - 00 - 00 x2 -h/2ya
(III.89)
e a função de onda, obtida a partir de (III.88) é:
^ x 2 Àoy2
2
ip (x,y) = A (x2 - -ft/2ya) exp {
)
X.xy2 X y3 4y
+ — ---  + _ ± _  + --- } (III.90)
2 ,.2 2
OJbserve-se que, diferentemente dos estados anteriores, agora os 
nós da função de onda estão levemente alterados (pois "a" difere 
ligeiramente de "oo") e neste caso com o intuito de economizarmos 
,em quantidade os" cálculos envolvidos, avaliamos a constante "A" 
de forma mais simples ou seja:
 ^ .1/2
| A | 2 - --2_J:----  [ _L_ + -------*-- ]_1 (III.91)
71 4X^ 4y2 a2 2yaX1 '
e as integrais,ao serem avaliadas dentro desta aproximação forne 
cem:
-+ - +00 2 2 ~ I ^  I ^  r 15 / / x2y2p d x d y --- -------- {-----  +
1 \1/2 16M l
l o
-ft2 %
+ --- ------------- - } (III.92)
16y2 á X -j^X0 8yaXQX1
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e :
/+" + “ y'pdxdy - -làH-H--- {---?--  + 3«- —
“ * ■* 00 T / o  /■ » 2 . 2  2 ^ 2
(X1X0 )1/2 XlXo 16“a Ao
3fi } , (III.93)28yaX^X
sendo que as duas últimas são:
+ 00 + 00 4 _ | A | 7T r 10 5 3ft2 15^1 t f f x 4 p dx dy - — L-L-;----  {----  + -------- + ------ }
_0o~ ” (xx )1/2 16Aí i6y2a^ i  Qv-ax[
(111.94)
> 2  |a l2 ' 15X0 3fiX,+ 00 + 00 .: yx , , _ A tt r 3 3 , f f - --1-----  p dx dy - — — ------ {---------------- }
x2 — h/2ya ( } 1/2 16Xq X^ 8yaXQA^
(111.95)
Para o estado nx = 0 e n^ = 2 as aproximações para v^x
e v. sao:
iy
v. = ax + 2b xy
1X J (III.96)
v. = b y + b0y2 + b^x2 + b. - iy o-* 21 3 4
y  (y2 - h / 2 y b p )
Agora,a energia do estado é dada por:
< E > o 2  =  | ( a + b o ) + 2 f t b o - | y b 2 -  (2 y b 23 +  y b 2 b 3 )
C J t J  x2 y2 P dx dy - | y b2 /+V J  y1“ p dx dy - | y b23 •
/+00/+0°x‘tp dx dy + 2 fi b0f+œf+ œ ---- ^----- p dx dy +
2- 00- co y2 - ' h / 2 y b o




+ 2 h h  f+J°f+J ---- £-----  pd x d y  (III. 97)
y 2 - fi/2yfc>o
e a função de onda aproximada para o estado é: j
''1 X -Xi ^ X y ^
i(;(x,y) = A(y2 --ft/2ybo ) exp {- — ^ ^ —  +
A.xy2 X?y3 X.y 
+ --r-- + — — - + — -  } (111. 9 8 )
que após normalizada é empregada para avaliar:... as integrais na
equação (III.97),da mesma maneira que o caso anterior. Os resul­
tados obtidos para o.sistema de Henon-Heiles foram utilizados pa
—2ra o caso em que a = l ,  y = l e w = l  e tambem -fi to = 1,25 x 10 , 
e estão apresentados na tabela VII. Os valores que não estão as­
sinalados por asterisco foram calculados desprezando-se a contri 
buição das integrais,o que explica as diferenças percentuais
maiores em relação aos valores achados na l i t e r a t u r a . Note- 
-se também,o aumento das diferenças percentuais para esta
dos excitados mais elevados,o que nos impele a concluir que para 
energias, mais elevadas o úomportamento do sistema afasta-se mais 
do de um oscilador harmônico,levando-nos a buscar mais e mais 
termos nas séries obtidas a partir das integrais nas expressões 
para a energia;. além disso,ã medida que a energia se aproxima 
da energia de dissociação, nossas aproximações para estados exci. 
tados perde sua validade.
,Para o sistema de Henon-Heiles mostramos nos gráficos 
'III.8A e III.8B'as linhas de nível para v. = constante e v. = cons --* c' íx
tante, respectivamente (para o estado fundamental). Note-se a aj. 
teração destas linhas em relação ao caso de Barbanis e em rela­
ção ao caso a = 0 (que corresponde a linhas paralelas aos eixos
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y e x respectivamente) . No gráfico III..9) apresenta-se as linhas de 
nível correspondentes a = constante, onde devemos notar que o
fato de as linhas não serem sempre curvas fechadas significa na
f|
realidade a possibilidade de dissociação da molécula (o mesmo de
1 ve ser dito para o caso de Barbanis).
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TABELA I - ENERGIA DO ESTADO FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE BARBANIS
"ISOTRÕPICp"PARA ALGUNS VALORES DO PARÂMETRO DE ACO­
PLAMENTO.
PARÂMETROS: hto = 1,25 x 10~3 , w =' (0,1)1//2 , y = 1.
97
a <E> (X 10 3) oo

















GRÁFICO III.1 - VARIAÇÃO DE AE = E - <E> COM O PARÂMETRO IDE-------------- OO OO I
ACOPLAMENTO a PARA O SISTEMA DE BARBANIS "ISOTRÕ 
PICO".
' PARÂMETROS: hw = 1,25 xlO“3
a) = <0,1) 1/2 , y = 1.
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TABELA II - ENERGIA DE. ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE BARBANIS 
"ISOTRÕPICO".
-3 1 /?
PARÂMETROS: hw = 1,25x10 , w = (0,1) ' , y = 1 ,
' a  =  0 , 1 .
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMAÇÃO
(DESPREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSÕES 
CORRESPONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMEN­
TE AS INTEGRAIS.






<E> ( x  10 3) <E> * (x 10 3) <E>Llt (X IO’3)
00 1,24826 1,24474 1,2467
01 2,49652 . 2,48189 2,4779
10 2 ,49826 2,48266 2,4912
02 3,74478 3,6891
11 3,74652 3,68320 3,710 0
20 3 ,74826 3,7420
03 4,99304 4,8830









TABELA III - ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE BARBA - 
NIS "ISOTRÓPICO".
PARÂMETROS: hw = l x l O -3 , a = 1/9 ,
<E> ■: VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMAÇÃO
(DESPREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSÕES
CORRESPONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMEN-
’ TE AS INTEGRAIS.
<E>_..: VALORES DA ENERGIA ENCONTRADOS NA REFERÊN- Lit
CIA [48].
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n n X y <E> ( X  10 3) <E>* ( X  10 3 <E>Lit (X IO"3)
00 0,99964 0,99892 0,9 9 70
01. 1,99928 1,99626 1,9830
10 1,99964 1,99698 1,9930
02 2,99892 2,9520
11 2,99928 2,98504 2 ,9620
20 2,99964 2,9930




04 i - 4,99820 4,8470
13 4,99856 4,8610
22 4 ,99892 4,9170
31 4,99928 4 ,9620
■' 40 4,99964 4,9930
10 4
i
GRÃFICO III. 2 - LINHAS DE NÍVEL PARA O POTENCIAL DE BARBANIS "ISO
TRÓPICO" PARA DIFERENTES VALORES DE . 




GRÃFICQS III.3A e III.3B - LINHAS DE
TES DE v.i
NO ESTADO
NÍVEL PARA AS DUAS COMPONEN 




GRÃFICO III.4 - LINHAS DE NÍVEL DA FUNÇÃO DE ONDA DO SISTEMA DE
BARBANIS "ISOTRÕPICO" NO ESTADO FUNDAMENTAL. 
PARÂMETROS: a = 0,05 , A1 = 80,000
X2 s 79,972 , A3 = 26,673




TABELA IV - ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE BARBANIS 
"ANISOTRÕPICO".
PARÂMETROS: = 1 X  IO-3 ,  = (0 , 1)1/'2
u>2 = 0,81 , y = 1 , a = 0,1 
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMAÇÃO (DES 
PREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSÕES CORRES 
PONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMEN­
TE AS INTEGRAIS.





<E> ( X  10 3) <E>* (x 10 3) <E>Lit (X 10'3»
00 0,90336 0 ,89905 0,9020
01 1,71155 1,69620 1,7080
10 1,90336 1,89000 1,8840
02 2,51973 2,5130







13 . 4,32792 4,2700
22 4 ,51973 4,4240
31 4,71155 4,5840
40 4,90336 4,7410
05 4,94430 . 4 ,9260
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TABELA V - ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE BARBANIS 
"ANISOTRÕPICO".
PARÂMETROS: u = h = 1 , = (1,6) 1/2 , w2 = (0,9)1/2 , 
a = 0,08
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMAÇÃO (DES 
PREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSÕES CORRES 
PONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMENTE 
AS INTEGRAIS.
<E>Lit : VAL0RES DA ENERGIA ENCONTRADOS NA REFERÊN­
CIA [53] .
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n n X y <E> <E>* <E> . , Lit
00 1,10633 1,10491 1,10578
Oi . 2,05448 . 2,04993 2, 03496
10 2,37124 2,36724 2,36715
02 3,00263 2,84546
11 3,31939 3,29918 3,28561
20 3,63615 3,44380
03 3,95077 3,63367










GRÁFICO III.5 - VARIAÇÃO DE AE = E - <E> COM O AUMENTO DA ------------ 1_  oo oo
ANISOTROPIA PARA O SISTEMA DE BARBANIS"ANISOTRÕ- 
PICO".
1/2PARÂMETROS: y = h = 1 , = (1,6) ' , a = 0,08
115
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GRÃFICO II1.6 - EQUIPOTENCIAIS PARA O SISTEMA DE BARBANIS"ANISO-
TRÕPICO" COMO FUNÇÃO DE Atú . (Au = ^  ~ u2) 




TABELA VI - ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O OSCILADOR HARMÔNICO 
TRIDIMENSIONAL ACOPLADO.
PARÂMETROS: hw = 1 x 10"3 , y = 1 , w = (0,1)1/2 , 
a = 0 ,1.
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMAÇÃO (DES 
PREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSÕES CORRES 
, PONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMEN­
TE AS INTEGRAIS.
<E> . : VALORES DA ENERGIA ENCONTRADOS NA REFERÊN - Llt
CIA [48].
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n n n 
X  y  z
<E> ( X  10 3 ) <E>Li t  ( X  H T 3 ) <E>* ( X  1 0 “ 3 )
000 1 , 4 9 4 6 0 1 , 4 9 5 1 , 4 9 2 2 0
100 2 , 4 9 1 6 6 2 , 4 8 7
200 3 , 4 8 8 6 9 3 , 4 5 7
101 3 , 4 8 9 2 6 3 , 4 8 0
002 3 , 4 8 9 8 3 3 , 4 8 9
300 4 , 4 8 5 7 3 4 ,429
201 4 , 4 8 6 2 9 4 ,454
102 4 , 4 8 6 8 6 4 , 481
400 5 , 4 8 2 7 6 5 , 371
301 5 , 4 8 3 3 2 5 , 4 1 3
202 5 , 4 8 3 8 9 5 , 4 2 7
310 5 , 4 8 5 7 3 5 , 4 7 4
211 5 , 4 8 6 2 9 5 , 481
I
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GRÁFICO III.7 - VARIAÇÃO DE AE = E - <E> COM O AUMENTO DO PA ------------- - -r oo oo —
RÂMETRO DE ACOPLAMENTO , PARA O SISTEMA DE
HENON-HEILES.
PARÂMETROS: hw = 1,25 x IO”2 , w = y = 1
121
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TABELA VII - ENERGIA DE ALGUNS ESTADOS PARA O SISTEMA DE HENON- 
-HEILES.
PARÂMETROS: huo = 1,25 xlO-2 , jj'=co = l , a = l .
í i
<E> : VALORES DA ENERGIA EM PRIMEIRA APROXIMAÇÃO 
. , ' (DESPREZANDO-SE AS INTEGRAIS NAS EXPRESSÕES
CORRESPONDENTES A AE).
<E>*: VALORES DA ENERGIA AVALIANDO-SE APROXIMADAMEN 
TE AS INTEGRAIS.





<E> (X 10 2) <E>* (X 10 2) <E >Lit (X 10~2>
00 1,24929 1,24873 /1, 2 4 8
01 2,49837 2,49140 2,488
10 2,49929 2,49829 2,488
02 3,74745 3,74374 3,695
11 3,74837 3,74382 --- 3,732













GRÁFICOS III. 8k^ E III .-SB
DE v. PARA O SISTEMA DE HENON-HEILESx
NO ESTADO FUNDAMENTAL.
LINHAS DE NlVEL PARA AS COMPONENTES
Y125
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GRÁFICO III.9 - LINHAS DE NÍVEL DA FUNÇÃO DE ONDA PARA O
FUNDAMENTAL DO SISTEMA DE HENON-HEILSS. 
PARÂMETROS: hw = 1,25 xlO“2 , a = 1 , w 
À1 = 80,030 , X = 79,941 , 
À2 = 17,910 , \ = - 25,136 
XA = 0,3532
ESTADO 




’ A formulação hidrodinâmica da mecânica quântica não re 
lativística apresentada neste trabalho, reforça a possibilidade 
de mais de unia abordagem do formalismo de Schrödinger, o que ge­
ra caminhos alternativos para a solução de sistemas quânticos. A 
descrição de sistemas quânticos a partir de equações de movimen­
to análogas ao caso clássico foi feita com a introdução de dois 
parâmetros (t, t^), que na situação clássica transformam-se no 
parâmetro "tempo".Com estes parâmetros generalizou-se o princí­
pio de Hamilton a partir do qual foram obtidas as mesmas equa­
ções de movimento, deduzidas a partir da equação de Schrödinger. 
As equações de movimento mantem a forma "F = ma", e descrevem 
tanto sistemas clássicos como sistemas quânticos. A aplicação do 
formalismo hidrodinâmico a diversos problemas quânticos, com re­
sultados equivalentes aos obtidos a partir do procedimento usual, 
reforça o aspecto já salientado por diversos autores , da
possibi'lidade de uma reinterpretação do formalismo de Schrödin­
ger .
Fez-se uma tentativa (não apresentada neste trabalho) 
de generalizar as equações de movimento obtidas para o caso rela 
tivístico, onde partiu-se do fato de que as equações de movimen­
to obtidas quando a função de onda tem parte espacial real (v = 0 ) 
são invariantes frente uma transformação análoga ã de Newtoíi- 
Galileu envolvendo as variáveis x, v^, t^ mas não são invarian­
tes frente uma transformação análoga ã de Lorentz envolvendo as 
mesmas variáveis. Assim procurou-se uma matriz de transformação
CAPÍTULO IV.
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mais geral envolvendo as variáveis x, v, v^, t, t.. , que fornece 
transformações análogas ã de Lorentz quando v^ = 0 ou v = 0. Ge­
neralizamos a definição de momentum dada na equação 1.1 para o 
caso relativístico de sorte que as equações de movimento fossem 
invariantes frente a transformações análogas à de Lorentz. A apli 
cação (desta tentativa de se generalizar o formalismo hidrodinâ-
mico ao caso relativístico) para o átomo de hidrogênio fornecei.;
-5 2para a energia do estado fundamental o valor -2,662.531x10 yc , 
resultado duas vezes mais preciso que o dado pela equação de
Klein-Gordon. Esta aplicação ao átomo dê hidrogênio aponta para 
a possibilidade de a mecânica quântica relativística poder ser 
descrita também, pelo formalismo hidrodinâmico em questão. Deve 
ficar claro, no entanto, que o formalismo relativístico que foi 
desenvolvido é apenas uma tentativa, havendo diversos problemas 
a abordar neste contexto, entre os quais os pertinentes a uma 
transformação análoga â de Lorentz para um espaço de cinco dimen 
sões.
O formalismo hidrodinâmico foi utilizado, como aplica­
ção, para, a solução de sistemas moleculares descritos por poten­
ciais anarmõnicos bi e tridimensionais. Para a solução aproxima­
da destes sistemas fez-se uso dos resultados exatos relativos ao 
oscilador harmônico bidimensional também aqui apresentado. Veri­
ficamos ademais que a aproximação adotada, dentro do formalismo 
hidrodinâmico, ê semelhante ao uso de teoria de perturbação apresentada re
[54 5 5 ]
centemente ' . A  ideia central em que esta baseada a aproxi­
mação realizada, está ligado ao fato, verificado neste trabalho, 
de que para o oscilador harmônico bidimensional "isotrópico" o 
campo vetorial definido por v^, para o estado fundamental, é or­
togonal as linhas equipotenciais e para o oscilador harmônico bi
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dimensional "anisotrõpico" o campo vetorial definido por para 
o estado fundamental será tanto mais aproximadamente ortogonal 
ãs equipotenciais quanto menor for a diferença entre as freqüên­
cias de oscilação segundo x e y.
Assim sendo, começamos por tratar inicialmente o poten 
ciai de Barbanis "isotrõpico" considerando-o como um oscilador 
harmônico com uma perturbação no potencial, para pequenos valo­
res do parâmetro de acoplamento a. No gráfico III.2 mostramos co 
mo as equipotenciais para este potencial deformara-se em relação 
ao caso ideal (a = 0) cujas linhas consistem em circunferências 
no plano xy. Desta forma investigou-se inicialmente a validade 
das soluções propostas com relação a um aumento no valor do parâ 
metro de acoplamento a. Os resultados obtidos, apresentados na.
tabela I  e gráfico I I I . 1, mostram que as soluções tem estabilida
1/2 -3de para a < 0,20 (quando usamos co = (0,1) e ilco = 1,25x10 )
para valores maiores de a os resultados mostraram que não é ade­
quado usar a aproximação feita o que está relacionado ao fato de 
que as equipotenciais para valores de a > 0,11 serem bastante de 
formadas em relação ao caso ideal, a = 0 (Ver gráfico I I I . 2) . Por 
outro lado isto corresponde também ao fato de que não devemos fa 
zer uso da teòria de perturbação, no formalismo usual, para valo 
res significativos de a. Foram obtidos alguns níveis de energia 
para este sistema e os resultados comparados com os apresentados 
na literatura obtidos através do cálculo variacional ou de méto­
dos semiclássicos, estando em concordância com os valores dados 
í 4 S 5 31na literatura1 ' . São também apresentadas as linhas de nível 
para a função de onda (do estado fundamental) deste sistema; o 
fato de estas linhas não serem sempre curvas fechadas é por nós 
relacionado ao fato de que existe possibilidade de haver disso -
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ciação da molécula quando a separação entre seus constituintes é 
grande (note-se que, classicamente, observamos uma energia de 
dissociação correspondente ao ponto sela do potencial). Devemos 
salientar também que nossos resultados, para estados excitados, 
apresentam diferenças percentuais maiores em relação aos dados 
na literatura, ã medida que a energia do estado se aproxima do 
valor da energia de dissociação clássica. Isto demonstra que pa­
ra estados excitados mais elevados o sistema afasta-se cada vez 
mais do de um oscilador harmônico invalidando portanto as aproxj. 
mações utilizadas para v^ destes estados.
Para o sistema de Barbanis "anisotrópico” foi investi­
gada a validade da aproximação que levou ãs soluções com o aumen 
to da anisotropia do sistema. Neste caso verificou-se que as so­
luções tem estabilidade para sistemas era que a anisotropia não
é muito acentuada. Analisamos o caso correspondente a a ’= 0,03,
1/2y = -fi = 1 e = (1,6) sendo que os resultados são satisfató­
rios para Au < 0,5,. Nas tabelas IV e V mostramos a energia de a_l 
guns estados para este sistema, onde podemos notar um espectro 
irregular e o fato de que as diferenças percentuais (em relação 
aos valores da literatura) aumentam para estados excitados mais 
elevados.
Outro sistema investigado foi o oscilador anarmônico 
tridimensional acoplado, onde obteve-se alguns níveis de energia 
e comparou-se os resultados com os da literatura. Aqui constata­
mos a validade de nosso procedimento quando generalizado para o 
caso tridimensional, ressaltando-se porém o fato de que neste ca 
so, a obtenção de alguns níveis de energia envolve um cálculo 
mais laborioso, de sorte que apresentamos os resultados em pri­
meira aproximação (desprezando-se as integrais nas expressões pa
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ra a energia de cada estado). Devido ao duplo acoplamento apre­
sentado pelo sistema em questão verificamos que as séries obti­
das das integrais nas expressões para a energia convergem mais 
lentamente que o caso do potencial de Barbanis, o que resulta em 
termos que tomar um maior número de termos para a obtenção de re 
sultados satisfatórios. (Veja-se o cálculo da energia do estado 
fundamental para este sistema).
0 último sistema analisado foi o hamiltoniano de Henon- 
Heiles, que apresenta uma anarmonicidade maior do que o sistema 
de Barbanis,. Devido a este fato começamos por investigar a esta­
bilidade das soluções obtidas para diversos valores de a. E, co­
mo era de se esperar, devido a maior anarmonicidade do sistema, 
verificamos que nosso procedimento é válido para uma faixa menor 
de valores de a. Além disto, a obtenção dos níveis de energia 
exige- um maior número de cálculos do que os realizados para o 
sistema de Barbanis, e o fato de obtermos diferenças percentuais 
maiores (em relação aos do de Barbanis) indica que a aproximação 
utilizada tem aplicabilidade restrita a sistemas nos quais a
anarmonicidade não seja muito acentuada.
Observando-se a tabela VII, que fornece a energia de 
alguns estados para o sistema de Henon-Heiles, podemos notar que 
para estados excitodos mais elevados as diferenças percentuais 
entre os valores encontrados e os dados na literatura, são maio­
res que as do sistema de Barbanis. Isto indica que o sistema de 
Henon-Heiles, para estados com energias que se aproximam da ener 
gia de dissociação, afasta-se mais do comportamento de um oscila 
dor harmônico do que o sistema de Barbanis, fato que acarreta 
maior complexidade para obtenção da energia daqueles estados. Pa 
ra este sistema as linhas de nível para a função de onda, do es-
133
tado fundamental, (gráfico III.11) também mostraram a possibili­
dade de dissociação,de uma molécula, descrita pelo hamiltoniano 
de Henon-Heiles.
Os resultados obtidos para os sistemas considerados mo_s 
traram que a adição de uma perturbação no potencial do oscilador 
harmônico, conduz a um espectro irregular dos níveis de energia 
(bem como a uma energia de dissociação correspondente ao ponto 
sela do potencial), o que induziu a se adotar estes modelos como 
potenciais que tentam descrever interações moleculares. Por ou­
tro lado, os resultados obtidos em primeira aproximação (despre- 
zando-se as integrais nas expressões para a energia de cada esta 
do) nos leva a um espectro regular, sendo o efeito do acoplamen­
to o de reduzir o nível de cada estado quando comparado com o ca 
so ideal, (a = 0). Além disto, para o potencial de Barbanis "iso- 
trópico", o.oscilador anarmônico tridimensional ou o sistema de 
Henon-Heiles, para os quais temos sistemas degenerados para a = 0,’ 
apesar do.espectro regular em primeira aproximação, comportam-se, 
para a diferente de zero,, como sistemas não degenerados.
Finalmente podemos salientar agora que a obtenção de 
alguns níveis de energia para estes sistemas, com valores próxi­
mos aos apresentados na literatura, obtidos através de outros mé 
todos, corrobora o fato de que o uso do formalismo hidrodinâmico 
leva a resultados análogos e pode ser aplicado a determinados 
sistemas quânticos, em muitas instâncias, com um maior grau de 
facilidade do que o procedimento usual. Podemos esperar também a 
aplicação deste formalismo para outros sistemas, como o caso jde 
três bósons interagindo dois a dois através de potenciais tipo 
Morse ou Lenard-Jones, para tanto deve-se desenvolver, dentro do
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